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INTRODUCERE

§ 0.1. Ce este logica?

Se zice adesea ci logica este stiinta rafionamentelor. Cu ajutorul ei, dintre
toatc rajionamentele posibile, le alegem pe cele valide. Dar, ce face ca un
rajionament (sau, cum se mai zice: un argument) si fie valid?

Un rationament este un sir de propozifii; ultima dintre ele e numiti
concluzie, iar celelalte premise. De multe ori, un rafionament se fntdmpli si
cuprindi subrafionamente, in care, din anumite premise, se trag concluzii;
aceste concluzii intermediare servesc apoi drept premise in alte subrajionamente
ori tn rafionamentul principal. Dar, pentru moment, sd 13sim la o parte aceastd
comiplicare. :

intre premisele si concluzia unui rationament noi afirmZim ¢ existi o anumit)
leg#ierd; si anume, spunem cd, in cazul cind rajionamentul este valid, avem:

(C.1) Dacd premiscle sale sunt adevaraie, atunci §i concluzia va fi adevirati,
S% luim céteva exemple de rafionamente valide:

(0.2.1) Sau Steaua sau Dinamo va céstiga campionatul de fotbal anul acesta.
Steaua nu va clstiga campionatel de fotbal anul acesta.
Dinam¢ va cistiga campionatul de fotbal anul acesta.
(0.2.2) To{i pestii sunt mamifere.
Tofi delfinii sunt pest.
Tofi delfinii suni mamifere.

. (0.2.3) Vasile este om de afaceri.
Vasile este om inteligent.

Unii oameni de afaceri sunt intcligengi.

Primul dintre aceste trei rafionamente este evident valid; la fel si al treilea.
Observim, mai mult, ¢ pentru a admite ci ele sunt valide, nici nu trebuie
sd presupunem cunostine suplimentare despre persoanele sau echipele de fotbal
de carc este vorba:-s-ar putea si nu stim nimic despre Vasile, cu excepia
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faptului ci cele doud propozifii despre el sunt adevirate; tot aga, cineva ar
putea sd admitd cd primul rafionament este valid chiar dacd, pini atunci, nu
auzise de Steaua §i de Dinamo. Aceastd situafie indic3 ceva foarte important:
pentru a admite ci un rafionament este valid, nu este nevoie si cunoagtem
efectiv valorile de adevdr ale premiselor §i concluziei. Aga cum se aratd in
(0.1), tot ce e nevoie si stim este cd dacd premiscle sunt adevirate, atunci
la fel va fi §i concluzia; or, astfel nu se spune nimic despre felul in care real-
mente sunt premisele si concluzia.

Dac¥ s-ar fi cerut ca intr-un ragionament valid premisele si fie neapirat
adevdrate, atunci desigur cd ragionamentul (0.2.2) ar fi trebuit sd fie considerat
invalid, cici premisele lui sunt evident false. Dar el este valid, si anume pentru
cd st In cazul lui estc adevirat ci: dacd premisele sale ar fi fost adevirale,
atunci §i concluzia ar fi fost neapérat adevdratd. Daci deci am fi acceptat premisele,
ar fi fost imposibil, in acelagi timp, sd respingem concluzia.

Vom conchide ci validitatea sau invaliditatea unui rationament nu depinde
de valorile de adevir pe care se intdmpld si le aibd propozitiile pe care le
cuprinde acesta. in al doilea rind, si observim ci validitatea sau invaliditatea
lui nu depind nici de faptul cd in acele propozifii se spune ceva determinat
despre anume persoane, obiecte ori echipe de fotbal. Cel de-al doilea rafionament
nu il vizeazd de fapt deloc pe Vasile ca persoand; ci e aga se poate vedea

A

dacd inlocuim numele ,,Vasile“ cu numele ,JIon* in (0.2.3). Obtinem:

(0.2.4) Ion este om de afaceri.
Ion este om inteligent.

Unii oameni de afaceri sunt inteligen(i.

Ca si (0.2.3), rationamentul (0.2.3) este valid. Validitatea lui nu depinde
de faptul ci s-a intdmplat si afirmdm ceva despre 0 anumitd persoand; mai
degrabd, validitatea lui depinde de ceea ce are in comun cu (0.2.3).

In amandou aceste rafionamente, in fiecare premisj, se afirm ¢4 un anume
obiect are 0 anume proprietate, iar in concluzie se afirmd ci unele obiecte
care au prima proprietate 0 au i pe a doua. Vom spune c# cele doud ragionamente
au in comun urm#toarea schemd de rationament: ’

(0.3.1) a este P
a este Q

Unii P sunt Q
Aici literele P §i Q stau pentru expresii care referd la proprietdfi, iar a
std pentru 0 expresie care referd la un obicct. De pildd, P poate sta pentru
expresia ,,om de afaceri; aceasti expresie referd la proprietatea diferitelor
persoane de a fi oameni de afaceri. Apoi, a poate sta pentru, si zicem, numele
»Ion®; acest nume referd la omul Ion. S& mai observim urmitorul lucru: expresiile
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.om de afaceri', ,,intcligent”, ,,Ion*, ,,Vasile" sunt expresii al¢ limbii roméne;
rajionamentele (0.2.3) si (0.2.4) au fost formulate in aceastd limbd. Aceste expresii
referd la diverse entitdfi — unele la persoane, altele la proprietdfi ale acestora
ctc. Dar literele P, Q, a nu sunt cuvinte ori expresii ale limbii romane; de
accea, nu putem s¥ spunem c¥ si ele referd la anumite entitiifi. Putem si zicem
insd altceva: cd ele stau in locul expresiilor din limba roménd; le folosim pentru
diverse scopuri (de pilds, pentru a ardta care este schema de rafionament pe
care 0 au in comun mai multe rafionamente), iar cdnd ¢ nevoie sd trecem
la afirmatii despre rajionamente concrete, indicdm precis care sunt expresiile
pentru care stau aceste litere. Expresiile ce apar intr-o schem in rajionament
nu sunt de aceea propozitii, Ci scheme propozitionale. De exemplu, ,,a este
P nu e o propozifie: ea nu ¢ nici adeviratd §i nici lalsd. Dar ea std pentru,
si zicem (in cazul in care ludm pe a ca stind pentru ,Jon", iar pe P ca
siénd pentru ,,om de afaceri*): ,,Jon este om de afaceri*; despre aceast# propozifie
ne putem Intreba acum dac# e adevidratd ori falsd.

intr-o schemi de rafionament precum (0.3.1), literele a, P, Q am vizut
¢4 pot sta pentru diverse expresii. Iar in urma oricdrei inlocuiri a lor cu expresii
corespunzitoare va rezulta un ragionament valid, precum (0.2.3) ori (0.2.4).
Prin urmare, faptul ci toate aceste rajionamente sunt valide nu depind de intelesul
acestor expresii particulare, Dar expresiile ,.este”, ,sunt’, ,unii* nu se inlo-
cuiesc; ele sunt pistrate constante. Validitatea rajionamentelor de forma lui
(2.2.2) ori (0.2.4) va depinde (intre alte lucruri), de injelesul acestor exnresii.

S4 ludm acem rafionamentul (0.2.1). £ limpede ¢, §i in cazul lui, faptul
c# il accepiiim ca valid nu depinde de ingelesul cxpresiilor ,,Steaua®, ,,Dinamo**
ori ,va cigtiga campicnatul de fotbal anul acesta”. Ci ¢ asa s¢ vede dacid vom
considera urmditorul rafionamenti:

(0.2.5) Sau Italia sau Croafia va cagtiga compionatul european de baschet
de anul viitor.

Croajia nu va cégliga campinnatul curopecan de baschet de anul
viitor.
Italia va cagtiga campionatul european de baschet de anul viitor.
. Cele doud rationamente au in comun urmitoarca schemai:

(0.3.2.) A sau B.
Nu-A
B
Literele A ¢i B stau pentru propozifii oarecare: inlocuindu-le cu propozitii
{(ale limbi roméne, de pildd), obfinem rajionamente efective. Validitatca
rafionamentelor noastre (0.2.1.) §i (0.2.5.) nu depinde de continutul propozitiilor
pentru care stau A si B, ci (intre altele) de fngelesul expresiilor ,,sau* gi ,,nu*.
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Vom spune ci o astfel de schemd de rationament este validd dac3 orice
substituire a literelor ce apar in ea cu propozitii (sau, precum in cazul schemei
(0.3.1), orice substituire a literelor cu expresii precum ,,om de afaceri®, ,,Jon*
etc.) dd nagtere unui rafionament valid; invers, o schemi de rafionament este
invalidd dacd prin substituire se obfine uneor un rajionament cu premise adevirate,
iar concluzia falsi. Dac¥ un rajionament este valid §i, in plus, premisele sale
sunt adevidrate, vom spune cd el este corect. Un rajionament valid este incorect
dacd cel pufin una dintre premisele lui este falsi.

1. Natura logicii. Afirmafia, pe care am men{ionat-0 mai devreme, ci
logica este stiinia rafionamentelor, este imprecisi. In primul rind, pentru ci
nu este mentionat explicit faptul cd investigatia logicd urmireste s3 selecteze
rafionamentele valide din clasa tuturor rationamentelor posibile. Mai corect
ar trebui, deci, si zicem c# logica este‘_.f@tijn;a rafionamentelor valide. in al
doilea rand, in cercetarea validitdtii rafionamentelor, logica fine cont de expresii
precum ,este”, ,,unii*, ,,nu“, ,,sau’ — care sunt numite constante logice. Am
vdzut ci validitatea unui rationament depinde de proprietdfile expresiilor de
acest tip care apar in el. in acest sens,. logica este studiul teoretic al cons-
tantelor logice. In al treilea rind, va trebui si se precizeze ce se infelege
printr-un rationament valid. In al patrulea rind, fiecarc rafionament este formulat
intr-un anumit limbaj. Uncori, propozitiile din limba naturald au o form3 gramaticald
care ne poate Ingela. S3 luidm, de pild4, propozifia:

(0.4.1.) Omul este singura fiinfd care améni.

Aparent, in aceastd propozifie se afirm3 cd omul posedd proprietatea de
a fi o fiini¥ carc amind §i, In plus, cd el e singura fiingd de acest gen. Dar,
desigur ci atunci c¢ind afirm3m acest lucru, nu vrem s3 afirm3m ceva despre
o0 anume fiing4 numitd ,,omul’, fic ea concretd ori abstracts; noi vrem s3 spunem
ceva despre oameni, i numai ei au proprictatea de a aména. Propozifia noastri
spune deci: s

(0.4.2)) Oamenii sunt singurele\ fiinte care amani.

De data aceasta, se afirm¥ nu c3 omul are o proprietate, ci cd fiecare om
o are. Dar, dacd privim cu §i mai mult{i\aten;ie, vedem c3 in (0.4.2) subiectul
despre care realmente se afirni ceva nu este exprimat prin ,,0amenii. Gramatical
aga s-ar pdrea, Insd sensul propozitiei noastre e altul: acela ¢ nu vom putea
gdsi o fiinfd care nu e om §i care, in acelasi timp, amani. Prin, urmare, ci

(0.4.3) Toate fiinjele care améni sunt oameni.

in (0.4.3) subiectul este expresia ,.fiinjele care amani"; prin aceastd propozitie
se afirm3 c# toate aceste fiin{e au proprietatea de a fi oameni. Agadar, infclesul
unei propozitii poate fi foarte diferit de cel pe care 1 indic3, aparent, gramatica.
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Excmplul acesta sugereazd cd cercetarea logicd este strins legatd de cer-
cetarca caracteristicilor limbajelor in care sunt formulate rajionamentele noastre.
Pe accastd cale, logica devine interesantd pentru lingvisticd, fiindcd logicianul,
intercsat de injelesul constantelor logice, incearcd s3 ofere o abordare precisi
a felului in care acestea functioneazd in cadrul propozifiilor noastre, in particular
a felului in care ingelesul lor contribuie la Intelesul acestor propozitii.

Cel de-al cincilea (i cel mai important) scns in care afirmapia ci logica
¢ gtiinfa rafionamentelor nu e de naturd si ne mulfumeasci este urmditorul. Ea
losd fard rispuns precis Intrebarea: in ce dircctie trebuie s3-gi indrepte logicianul
eforturile?

S-ar putea formula cel pufin trei rdspunsuri la aceastd intrebare:

a) Abordarea locald. Potrivit acestei stratcgii, scopul logicianului este de
a construi 0 colectie cit mai cuprinzdtoare de ragionamente (sau de scheme
de rajionament) valide. In cercetdrile sale, el urmireste si descopere noi
rationamente sau scheme de rajionament. Aristotel a ardtat care sunt inferengele
imediate valide i a descoperit silogismele valide din cele trei figuri: logicienii
cc au lucrat in traditia aristotelici au imbogitit acest inventar cu, de pilda,
inferentele care privesc termenii negativi sau cu silogismele din figura a patra,
nearistotelicd. Apoi, in secolul trecut, unii logicieni (precum Boole, De Morgan,
Frege ctc.) au addugat rajionamentele propozitionale; in sférsit, Frege i urmagii
s§ au dezvoltat logica predicatelor, o teorie in care s-a creat cAmp larg descoperiri
usor noi ¢l noi rationamente (sau scheme de rajionament) valide. Probabil c3,
in aceastd strategie, ultimul rezuliat important a fost cel objinut in anii *50
g W, Craig (teorema ce fi poarii numcle).

o) Abordarea sistemica. Potrivit strategiei locale de investigare logici, se
admite ¢¥ existd ceva de genul unei logici universale, care caracterizeazi toate
ragionamentele valide posibile. In practici ins, adic in cercetarca rajionamentelor
pe care ie facem atunci cénd studiem un domeniu particular de obiecte, se
iau in considerare numai anumite clase de rajionaizente. Aceastd clasi depinde
de genurile de expresii pe care le cuprinde limbajul in care vorbim despre
acel domeniu de obiecte.

~ Atari clase de rafionamente valide se numesc sisteme logice. Astfel,
silogistica aritotelicd (a se vedea § 18), primul sistem logic apirut in istoria
acestei discipline, priveste rationamentele (§i schemele de rationament) a caror
validitate depinde de ingclesurile expresiilor de felul ,,tofi“, ,,unii®, ,,nici unul®,
~nu*, ,.este”. Singurele propozitiile avute in vedere sunt cele numite categorice:
in cadrul lor se afirmd (sau sc ncagd) un predicat P despre un subiect S; ele
au deci forma S$-P, de pildd ,,Toti S sunt P sau ,,Unii S nu sunt P*“. Orice
aliceva care ar putea afecta validitatea rafionamentelor nu este luat in seami.
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De pild3, rajionamentul (0.2.2) este formulat In silogistic3. Logica propozitiilor
(a se vedea capitolcle I si II mai jos) este un alt sistem logic; ea priveste
rationamentele (si schcmele de rafionament) a cdror validitate depinde de
ntelesurile unor expresii precum ,,sau”, ,dacd...atunci®, ,,nu", ,si“, ,dacd §i
numai daci”. Nimic altceva nu afecteazd validitatea rajionamentelor cercetate
in acest cadru; propozifiile sunt considerate ca Intreg §i nu conteazd structura
lor internd. Rationamentele (0.2.1) si 0.2.5), schema de rajionament (0.3.2)
sunt valide in acest sistem logic. Logica predicatelor (pe care o vom studia
in partea a doua a acestei lucrdri) inglobeaza logica propozigiilor §i, In plus
cerceteazd acele rajionamente §i schema de raionament care cuprind cuanti-
ficatori, precum ,,t0§i", ,,unii*. Bundoard, rationamentele (0.2.3) si (0.2.4), ca
si schema ca raionament (0.3.1) sunt studiate in acest sistem logic.

Conform stratcgiei sistemice, logicianul este interesat, in primul rand, de
gdsirea tuturor rajionamentelor §i schemelor de ragionament care sunt cuprinse
intr-un sistem logic; el va putea admite cd un anume rationament, sd zicem,
estc cuprins intr-un sistem logic §i nu poate fi dovedit ca valid intr-altul.
De pildd, in logica propozitiilor un rafionament precum (0.2.2) nu este valid,
desi este valid in silogistica.

Strategia sistcmicd poatc fi dusd chiar mai departe: cum ce se urmiregte
este si se construiascd un anumit sistem logic, nimic nu impiedicl posibilitatea
ca intr-un sistem logic un rationament si fie valid, iar intr-altul nu numai cd
el nu poate fi dovedit ca valid, dar — mai mult — el poate fi dovedit ca invalid.
in logica proporzitiilor se poate demonstra principiul aga-numit al terfului exclus:

(0.4) Orice propozific este sau adeviratd sau fals3, a treia posibilitate este
exclusi.

Unii logicieni s-au indoit insd de valibilitatea acestui principiu. Ei au
considerat cd, in unele contexte, el nu funcfioneazi i nu trebuie si admitem
cd propozifiile nu sunt adevirat si nici false. De exemplu, logicianul polonez
J. Lukasiewicz a argumentat c3 propozitiile despre viitor nu sunt nici
adevirate, nici false si au o a treia valoare de adevir: sunt posibile. Principiul
(0.4) este respins in sistemul logic pe care il dezvoltd el (aga-numita logic3
trivalent).

Mergénd pe acest drum, logicianul devine relativist: el nu mai considerd
cd existd o logicd unicd, universald, ce ar cuprinde toate rationamentele posibile,
despre orice obiecte posibile (cf. si § 16 mai jos). El admite ins¥ ci, in scopuri
practice diferite, sunt relevante si trebuie folosite sisteme logice diferite. De
accea, scopul sdu e acela de a caracteriza cit de atent aceste sisteme. Acum
insd el nu se mai apleaci asupra rationamentelor individuale; activitatea care
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fi atrage cel mai mult atentia nu e aceea de a dovedi cd un anume rajfionament
este valid (adici se cuprinde intr-un anumit sistern :ogic). El e interesat de
ceva mai important: de proprizctdfile generale ale colecyiei tuturor rationamentelor
cuprinse intr-un anumit sistem logic. Acum rasar intrebiri de felul: Sunt reciproc
compatibile rajionamentele admise ca valide intr-un sistem logic? (altfel zis:
cste necontradictoriu acel sistem logic?) Se poate gisi 0 mul{ime de rafionamente
din care si putem deduce toate rajionamentele valide intr-un sistem logic,
41 numai pe ele? (astfel zis: este axiomatizabil acel sistem logic?) Existd proprietifi
structurale ale tuturor rationamentelor valide intr-un sistem logic, independent
de forma lor particulard? De pildd, in logica predicatelor se poate demonstra
urmitorul lucru: s presupunem c3 I este o mulfime de propozifii. Yom spune
¢l o propozitie ¢ este (intr-un sistem logic anumit) consecinja unei mulfimi
I" de proporifii adicd existd un rationament valid (in acel sistem logic) ale
cirui premise sunt propozifii din T, iar concluzia ¢. Mai departe, vom spune
cd I” este necontradictorie daci I' nu are drept consecinje doud propozifii con-
tradictorii intre ele, de exemplu @ si —¢. In logica predicatelor se poate demonstra
¢4 o mulfime T" de propozigii este necontradictorie dacd §i numai dacd orice
submulfime finitd a lui I" este necontradictorie. Aceastd proprietate poartd numele
tle tcorema de compactitate.

Cu privire la diverse sisteme logice, pot fi demonstrate diverse teoreme
de acest fel. Cum ele caracterizeazd proprictdfi ale colectiei rafionamentelor
cuprinse intr-un anumit sistem logic, vom spune ci ele exprimd proprietdti
structurale ale acelor sisteme Jogice. De pildd, §i in logica propozitiilor se
demonstreazd tecrema de compactitate; dar in anumite sisteme de logici a
predicatelor aceastd teoremd nu mai esie valabild.

Strategia sistemicd de investigafie fogicd va fi urmdritd cu preciidere pe
parcursul acestei lucriiri. In principal in capitolele I i 1II vor fi demonstrate
proprictdfile structurale ale logicii propozitiilor i logicii de ordinul intdi a
predicatelor — cele mai importante §i mai bine cunoscute sisteme logice.

C) Abordarea struciurald. O a treia strategie de a injelege logica pomeste
dc 1a existen{a proprietdfilor structurale ale sistemelor logice. Ea s-a dezvoltat
relatv recent (primul rezultat remarcabil in aceastd privinjd a fost obtinut fn
anii 60 de citre logicianul P. Lindsirdm) §i este, astdzi, in plind expansiune.
Cum am vizut, colectiile de rafionamente valide (deci sistemele logice) sunt
caracterizate prin anumite proprietdi{i structurale; unele colecfii satisfac o sumi
de astfel de proprietdfi; alte colecfii satisfac o altd sumi de astfel de proprietifi.
fntrebarca pe care ne-o putem € daci nu cumva, invers, e posibil ca 0 anumiti
colectic de proprietdfi structurale sd se potriveascd unui singur sistem logic.
Sensul acestei intrebdri este urmditorul: potrivit strategiei sistemice, un sistem
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formal era caracterizat prin confinutul sdu — colecjia tuturor rationamentelor
pe care le admite ca valide; existenfa unor proprietd{i structurale ale unui sistem
logic era considerat¥, mai curdnd, ca derivatd din continutul acesteia. Dar, potrivit
stratcgiei structurale, se incearcd parcurgerea drumului in sens contrar: plecind
de la o colecfie de proprietdii structurale sd se determine ce sisteme logice
(ce coleciii de rationamente) le satisfac. Interesant este faptul cd, uneori se
pot afla conditii de unicitate: unei anumite colectii de atari proprietdi struc-
turale fi corespunde un si numai un sistem logic. De pildd, P. Lindstrém a
construit o mulfime de proprietd{i structurale care sunt implinite de mai multe
sisteme logice, dintrc care cea mai tare este logica de ordinul intéi a predicatelor
(cf. § 16 in capitolul III mai jos).

Sc obscrvi ci obiectul de studiu al logicianului nu este acelagi in fiecare
din cele trci strategii de investigatie logic3: in primul caz, el cautd s construiasca
rajionamente (si scheme de rajionamente) valide; In cel de-al doilea, interesul
sfiu cra acela de a edifica sisteme logice — colectii de rafionament valide; in
sférgit, cel ce lucreazd ghidindu-se dc a treia strategie cerceteazd proprietitile
sistemelor logice, astfel zis colectii de sisteme logice.

2. Constantele logice. Mentionam mai devreme faptul ci validitatea unui
rationament nu depinde de fngelesul tuturor expresiilor ce apar in premisele
si In concluzia acestuia, ci numai de infclesul constantelor logice, expresii
precum ,un“, ,si, ,sau“, ,,dacd... atunci®, ,tofi“, ,,unii etc.; am mengionat,
de asemenea, cd nu orice sistem logic face apel la toate constantele logice.

Astfel, logica propozifiilor se construiegte cu ajutorul unei subclase de
constante logice — cea a conectivelor logice (cf. capitolul I mai jos). Intre-
barea care se ridicd in chip natural e urm#toarea: ce este o constantd logici?

Intr-un rajionament precum, s zicem (0.2.3) expresii ca ,,peste®, ,,mamifer,
wdelfin® am vdzut cd nu joacd un rol esenfial. Am putea si le inlocuim cu
alte expresii care referd la alte proprietdti, obfindnd tot un rafionament valid,;
bundoard, punind in locul lor expresiile ,,mamifer”, respectiv ,vertebrat si
,»om*, oblinem rajionamentul:

(0.2.6) Toate mamiferele sunt vertebrate.
Toti oamenii sunt mamifere.

Tofi oamenii sunt vertebrate.
care, §i el, este valid. Validitatea nu depinde de acele expresii descriptive,
ci de tipul raporturilor vizate intre subiectul §i predicatul fiecirei propozitii,
deci de intelesul expresiilor ,.tofi si ,,sunt”. Rajionamentele (0.2.2) si (0.2.6)
sunt ¢xprimate prin aceeagi schemd de ragionament:

(0.3.3) Toti P sunt Q
Toti R sunt P
Toti R sunt Q.
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Vom spune cd intr-un sistem logic o expresie cste constantd logicd daci
ca arc un rol In determinarea validitdtii ra{ionamentelor in acel sistem logic.
Criteriul dupi care putem determina acest rol este faptul cd acea expresic apare
in schemele de ragionamente cercetate in acel sistem logic. Constantele logice
nu au un injcles descriptiv: fnjelesul lor este determinat in fntregime de rolui
jucat in cadrul rationamentclor.

Potrivit acestei modalitdi de a fnielege constantele logice, clasa acestor
cxpresii nu este determinatd a priori §i nimic nu nc forjcazd si considerdm
¢l 0 anumitd expresic este sau nu estc constantd logicl. In diferite sisteme
logice, expresii diferite pot conta drept constante logice, iar ceca cc pare descriptiv
fntr-un sistem logic va putea fi considerat ca avind injeles logic intr-alt sistem
logic. Nu putem deci sd trasdm, o datd pentru totdcauna, un hotar precis intre
expresii descriptive si logice; hotarul se poate muta uncori. Prin urmare, faptul
cd o cxpresic este sau nu constantd logicd (ine  de rolul, de funciia ei,
fntr-un sistem logic (in particular, de imprejurarca ¢d ca determind structural
conceptu! de validitate in acel sistem logic), iar nu de vrco caracteristici
inerentd, naturali a ei; a fi constantd logicd ¢ o funciic, gi nici 0 cxpresic nu
se nasle cu ea, iar dacll cste alcas# s o implincascd, nu ii e sortit s 0 poarte
pini 1a moarte. (In § 16 accast chestiune va fi reluat, de acea datii cu ajutorul
unor excmple, sper, convingitoare).

Expresii precum ,to{i", ,unii, ,nu", ,daci..atunci®, ,si", ,sau", ,,daci
i numai dacd"’ etc. sunt tratate iIn mod standarg drept constante logice; altfel
4is,. sisiemele logice cele mai bine elaborate §i mai cunoscute — silogistica,
logica propozitiilor, logica de ordinul fntdi a predicatelor - apeleazd la uncle
din ele si numai la cle.

in uliimele decenii, tn special, au fost construite Tnsd si alte sisteme logice
fn carc apar gi alte constante logice. in§ 16 vor fi mentionaic citeva, precum
cuantificatorul ,,existd inlinit de mulie obiecte inciit..."; in unele sisteme logice
incearcd s& se formalizeze negatia, conjunctia, implicajia, cuantificalorii ce apar
in limba naturald.

Unii logicieni au dezvoltat sisteme logice (modaley In care apar drept
constante logice expresii precum . este posibil® oni ,este necesar; aljii au luat
drept constante logice expresii precum ,.eu cred cd ori ,eu gtiu ¢d', dezvoliind
sisteme de logicd epistemicd; aliii s-au aplecat asupra expresiilor ,,este obli-
gatoriu®, ,,este permis” si, tratindu-le drept constante logice, au elaborat diverse
sisteme de logicd deonticd cic. Dar, trebuie subliniat, validitatea unui rajionament
intr-un sistem logic nu depinde de ingelesurile tuturor expresiilor ce apar in
propozitiile considerate; accasta ar fi un nonsens. Insi, care sunt expresiile
descriptive gi care sunt constantele logice care apar intr-un rajionament — aceasta
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€ o problemi care nu are un rdspuns prestabilit. R&spunsul depinde de sistemul
logic relativ la care ne intereseazd si determindm dacd acel rationament este
valid sau nu.

3. Limbaje formale. In cursul acestei lucriri vom considera numai
rafionamente construite in cadrul unor limbaje formale. (Conceptul de limbaj
formal va fi definit riguros in capitolul I §i In capitolul III mai jos). Aceastd
opfiune are mai multe temeiuri. Primul consti in fmprejurarea ci determinarea
clasei rafionamentelor valide fntr-un sistem logic face apel la schemele de
rafionament; pentru a le formula, noi nu ne folosim ins# de expresii ale limbii
naturale; aga cum, de pild4, rafionamentele (0.2.2) §i (0.2.6) sunt giruri de propozifii
intr-o limbd naturald (limba roménd), tot aga schema de rafionament (0.3.3)
poate fi considerati ca un gir de expresii ale unui limbaj formal (cel al silogisticii
aristotelice). Atunci cind cerceteazi daci un rafionament e valid (potrivit strategiei
locale de investigare logicd), dac# un rafionament se cuprinde sau nu intr-un
anumit sistem logic (cAnd adoptd strategia sistemic# de investigare logicX) sau
dacd o sum¥ de rationamente satisface o colectie de proprietifi structurale (cind,
fn sférsit, se ghideazd dupd strategia structurald), obicctul prim al logicianului
este 0 schemd de rationament sau o colecfie de scheme de ragionament. De
aceea, cercetarea intreprinsd de logician apare, mai degrabd, ca o cercetare
a rationamentelor dintr-un limbaj formal. Intr-un limbaj formal expresiile
folosite sunt de doud feluri: constante logice §i expresii descriptive. Cum, in
cazul acestora din urmi, logicianul nu este interesat de inselesurile lor par-
ticulare, ele sunt tratate ca neavénd injelesuri fixate, deci ca variabile logice
ale acestui limbaj formal.

Un alt temei al opgiunii de a cerceta limbaje formale e acela ci ele au
cateva avantaje in raport cu limbile naturale. Astfel, in timp ce in limbile naturale
unele expresii sunt ambigui i pot avea interpretiri diferite, intr-un limbaj formal
aceastd situagie nu apare. S4 presupunem, de pild4, ci intr-un rafionament apare
o premis# care, fiind ambigud, poate fi interpretatd in doud feluri; s-ar putea,
deci, ca rafionamentul si fie valid numai intr-una din cele dou3 interpretiri
ale premisei. Fie, intr-adevir, urmitorul rationament:

(0.5) Somerii §i studentii cisitorifi beneficiazi de reducere.

Fratele meu este somer, dar nu beneficiazi de reducere.

Fratele meu nu este cisitorit.

Dacd in (0.5) expresia ,,cdsitorit” este luatd ca aplicAndu-se atit gomerilor, cit
si studenfilor, rajionamentul este valid. Dar daci ea se ia ca aplicin-
du-se numai studengilor, atunci raionamentul nu mai e valid.
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Limbile naturale au §i alte dezavantaje: de pild4, in cazul lor este greu
si se descrie cu precizic ce inseamni c3 o expresic compusi este 0 propoziie
corectdt; in schimb, limbajele formale sunt construite precis §i ¢ intotdeauna
posibil si decidem cind o expresic este corect construitd in acest imbaj. Or,
adesea este nevoie si putem formula afirmatii despre toatc propozitiile unui
limbaj ori despre toate propozitiile lui de 0 anumitd form; insd dacd nu putem
spune ce inseamni cd un sir de simboluri este o propozifie corectd, atari afirmalii
nu mai pot fi ficute. De asemenea, intrucdt, in cazul limbajclor formale, avem
controlul asupra felului in care sunt produsc propozitiile corecte, se poate evita
aparifia paradoxelor semantice, de felul celui al mincinosului - care insd nu
au cum si fic blocate in limba naturald.

Desigur, insd, c& adesea ne intereseazd dacd rationamentele formulate in
limba naturald sunt corecte sau nu; pentru aceasta se procedeazd in felul urmdtor:
s¢ ,traduce* fiecare propozijie a rajionamentului intr-un limbaj bine ales si
testim apoi validitatea rajionamentului astfel obtinut. Se poate totusi ca uncori
si nu rcugim: ragionamentul din limba naturald ¢ mult mai complex gi nu fsi
afli o traducere indeajuns de find in limbajul formal pe care l-am ales. In
acest caz, strategia noastrd de abordare devine mai complex3: trebuie si ne
gindim sd construim limbaje formale mai sofisticate, in care sd putem formaliza
un sistem logic mai puternic, fn raport cu care s se decidi validitatea (traducerii)
rajicnamentului nostru.

Aceasta esic, astdzi, sarcina poate de cdpitii a logictanului. El fgi glefuieste
uneliele, construind sisteme logice mai puternice $i mai complexe; si, ne in
uitimul rdnd, el face apel la colaborarea specialigtilor din alic domenii — in
primul rind la filosofii limbajului ¢i la lingvigt.

§ 0.2. Ce este logica filosoficd?

Gindifi-va cd sunteti in bucatdrie yi v pregdtiti si faceji o mancare. Felul
cum va iesi aceasta depinde de doi factoni: de calitates materialelor pe care
le folosiyi, pe de o parte; si de mdiesiria in arta culinard pe care o vepi etala,
pe de altd parte. Céand, in paragraful anterior, am abordat chestiunea privitoare
la natura logicii, am avut in vederc doar cel de-al doilea aspect: a interesat
ce putem construi cu materialele 1a indemén, ce fel, adici, de minciruri suntem
fi1 stare sd’ 1acem.

Acum sd trecem insi la primul aspect. Pentru a avea o méncare buni,
miiestria bucdtarului e foarte importantX; dar nu e singura relevanti. Cici nu
avem cum sd ocolim problema materialelor pe care el le foloseste in pregdtirea
fiecdrui fel de méncare. S¥ luim un excmplu, cel mai simplu: cel in care
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logicianul incearcd sd construiascd logica propozifiilor. S3 admitem, mai
mult, cd avem a face cu un caz elementar; acela in care ¢l cauti si determine
daci yn anumit ragionament este valid. In fntreprinderea sa, logicianul
foloseste (cel putin) doud feluri de materiale: propozitiile care intrd in compunerea
premiselor §i a concluziei - §i despre care el admite c# au anumite caracteristici:
au o valoare de adevir (bundoard, sunt adevdrate sau false) — §i conectivele
logice care ajutd la compunerea premiselor i a concluziei (§i pe care el
le exprimd cu ajutorul unor cuvinte precum ,si', ,nu*, ,sau“, dacd ...
atunci etc.).

Problemele pe care §i le pune logicianul sunt de doud mari genuri. Mai
intéi, el se poate fatreba: Este acel rationament valid? Iar pentru a rispunde,
el trebuie: 1) s3 producd (sau s# evoce) un concept precis pentru ce inseamni
c3 un rafionament este valid; si 2) sd determine dac3 acest rajionament particular
satisface acel concept. In al doilea rind, el se poate intreba: Ce sunt propozitiile
ce compun aceste rationamente §i ce proprietdti au ele? De pildi:

1) Ce genuri de lucruri sunt propozitiile precum ,,Steaua nu va cistiga
campionatul de fotbal anul acesta“ ori ,,Jon este un om de afaceri?‘ Sunt ele
pur si simplu siruri de cuvinte? Apoi, ce susfine cineva atunci cind pronunii
0 propozitic ca, si zicem, ,Jon este om de afaceri“? Care sunt acele lucruri
despre care noi suntem indreptdfifi s¥ susfinem cd au o valoare de adevir?

2) Existi valori de adevir? Iar daci da, cite? In logica standard a propozifiilor
se presupune cd existi doud valori de adevdr — adevirul si falsul — §i cd orice
propozifie are exact una din aceste valori de adevir. Dar se intdmpld mereu
aga? Adic¥, putem zice cd o propozifie are mereu una din aceste valori de
adevdr? Si, mai depane, ¢ sigur ¢ nu existd decit doud valori de adevir?

3) Ce sunt conectivele logice la care se apeleazi in logica propozitiilor?
Ce naturd au ele? I'rimit ele la ceva din lume, sau nu? Depinde valoarea de
adevdr a propozijiilor compuse cu ajutorul lor numai de valorile de adewir
ale propozitiilor componente, sau intervin §i alfi factori?

4) In sfargit, sunt redate fn chip satisficitor in logica propozifiilor
rafionamentele pc care le facem in limba naturald? Sau, altfel zis: reprezintd
rafionamentele formulate in diferitele limbaje ale logicii propozitiilor formalizdri
satisficitoare ale rajionamentelor noastre de zi cu zi? De pildd: sunt formalizate
corect propozitiile din limba naturald prin propozifiile limbajelor formale ale
logicii propozifiilor? Si, sunt relatiile din limba naturald reprezentate corect prin
conectivele logice ale logicii propozifiilor? Astfel: este ,,§i — conectivul logic
numit ,,conjunctie* — o replici satisfacdtoare a lui ,,$i* din limba naturald? (Gandi(i-
vd cd in logica propozijiilor o propozifie ca p §i g este echivalentd cu g §i
p; dar se intdmpli tot aga §i cu propozifiile: ,,Al doilea rdzboi mondial a inceput

-
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fn 1939 g s-a sfirgit In 1945“, respectiv: ,,Al doilea rizboi mondial s-a sfarsit
in 1945 gi a inceput in 1939“?) Sau: este implicatia logicd o formalizare adecvati
a relatiei ,,daci ... atunci“ din limba natural3? (In logica propozitiilor implicatia:
.Dacd luna este ficuti din brinzi verde, atunci 2 + 2 = 4* e adeviratd; dar
este ea intuitiv adevirati?)

Probleme precum acestea intrd in domeniul preocupdrilor de logica filo-
soficd. Logica filosoficd este intr-un fel logicd, si este intr-un fel filosoficd.
Este logici, pentru c# studiaz# rationamentele, conditiile care le fac valide;
si este filosoficd, pentru cd ea reprezintd o investigare de tip filosofic a mijloacelor
folosite pentru a construi sistemele logice formale. Exemplele date cred c3 au
reugit deja s¥ delimiteze obiectul ei de studiu: ideile de adevidr, de ingeles,
de referingX, chestiunea formalizirii rafionamentelor din limba naturald (in ve-
derea determindrii structurii §i validitifii lor logice) etc.

Logica filosoficd nu este reflectia filosoficd asupra logicii; o atare investigatie
e constituitd de filosofia logicii. Este adevirat, unii autori considerd ci cele
doudl discipline sunt strins legate, pan4 la identificare: existd lucriri zise de
Hlilosofia logicii* care abordeazl chestiuni cum ar fi, de exemplu, cea a naturii
propozitiilor §i care fin de fapt de logica filosoficd; dupd cum existd lucrdri
7ise de logicd filosoficd in care sunt cuprinse discufii despre chestiuni de fi-
Josofia logicii, cum ar fi cele privind semnificatia filosoficd a teoremelor de
incompletitudine ori a teoremelor lui Léwenheim-Skoiem. in aceste din urmi
vazuri, reflectia filosoficd priveste rezuliarele activitifii logice. Logica filnsofici
nv vizcazd insi rezultatele, ci instrumentele folosite pentru a produce acele
rezultate; nu ceea ce se obgine prin formalizarea intr-un limbaj formal a unei
colectii de rajicnamente, ci putinia §i natura formalizdrii acelor rajionamente

r-un limbaj formal de acel gen. Nu se preocupi de gustul méincirii, ci de
namra §i calitatea materialelor folosite periru a face acea méncare.

Capitolu! IV al acestei lucrdri este semnificativ in aceasti privingi. In el
¢ discutatd posibilitatea dc a formaliza in logica de ordinui intdi propozifiile
categorice, ceie in care vorbim despre mai multe feluri de obiecte, ori cele
propozitiile in care spunem cd un obiect individual a2re o proprietate sau ci
existd. Astfel se nasc intrebdri fundamentale ce [in de domeniul logicii filo-
sofice, precum: cét se pistreazd din forma gramaticald a unei propozifii atunci
cand o traducem in, de pildd, un limbaj de ordinul intdi? Ce naturd au cuantificatorii?
(= expresii precum ,tofi“ ori ,unii“) Care e natura termenilor singulari?
(= a acelor expresii pe care le folosim pentru a vorbi despre obiecte individuale)
Este existen{a o proprietate a obiectelor? (Si, deci, cind susfinem ci ceva existi
spunem ceva despre acel obiect?)

Cand incercim si raspundem la aceste intrebdri, trebuie s34 presupunem anu-
mite rezultate logice (§i voi face referire la unele dintre teoremele probate in
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capitolul II); preocuparea principald nu e insd acum aceca de a produce noi
rezultate logice (in acest scop logicianul cu pregétirc matematici este mult mai
indicat; filosoful acum gi-a incheiat munca), ci de a scruta posibilitatea de a
aplica un sistem logic unor cazuri semnificative. (Desigur insi cd astfel nu
este de la bun inceput exclus# posibilitatea de a se objine rezultate tehnice
interesante!) S observdm, totodatd, cd acesta a fost unul dintre motivele pentru
care am acordat un spafiu atit de larg (in capitolele I i III) prezentdrii me-
tateoriei logicii elementare — a logicii propozigiilor §i a logicii de ordinul fntéi
a predicatelor.

De asemenea, ¢ important s3 remarcdm ca discutii precum cele din capitolul
IV ne conduc spre teme filosofice grave, precum ideea de universal, de individ,
de existentd etc. Logica filosofic3 este filosofie: e o reflecfic conceptuald asupra
unor idei ‘precum cele mentionate adineaori. Si — sd accentuim - nu existd cons-
trngeri a prior asupra tipului de reflectie filosoficd cerutd in domeniul logicii
filosofice. Logica filosoficd nu sc afl¥ in intregime fn parohia filosofilor logicii
ori matematicii; nu e fn parohia filosofilor de orientare analitic3, nu e legatd
de filosofia limbajului mai mult decét, s§ zicem, de metafizicd. Aici nu e
presupus un tip de rezultate, ori un tip de unelte. Un singur lucru e cerut:
rigoarea conceputuald.




Capitolul I

METATEORIA LOGICH PROPOZITIILOR

§ 1. Conective logice

in logica propozitiilor se folosesc dou3 feluri de simboluri: conective logice
si litere propozitionale. Conectivele logice cel mai des intrebuinfate sunt negatia,
conjunctia, disjunctia, implicafia, echivalenia, in simboluri: —, A, =, <. &4
lulim ca exemplu simbolul A (uneori, pentru conjunctie vom folosi de asemenea
simbolul -). Plecind de la doud propozitii ¢ si -y, el permite formarea unei
noi propozifii, (¢ A y). Pentru aceastd noud propozifie, € necesar si specificim
anumite proprietiti care sd permitd utilizarea ei in contextul logicii propozifiilor.
Ceea ce trebuie cunoscut in acest context este valoarea ei de adevir. Informatia
necesard in acest sens este dati prin urmitoarea dcfinigie:

(1.1) (¢ A ) este adevidratd dacd §i numai dacd ¢ este adeviratd §i
este adevidratd; altminteri, ea este falsi.

in legitur cu definifia (1.1) trebuie ficute mai multe observalii: mai intéi,
in logica apare foarte des expresia ,,dacd gi numai daci“; pentru comoditate,
aici §i in cele ce urmeaz se va folosi prescurtarea ,,ddaci* in al doilea rand,
conjinutul lui (1.1) este adesea redat cu ajutorul unui tabel de adevir:

1.2) - Y @ ~rVy)

‘ TT T
T F F
FT F
F F F

unde T este o prescurtare pentru adevirat, iar F este o prescurtare pentru fals.
Pentru celelalte conective logice — pentru disjunctie, respectiv implicatie, echivalenyi
§i negaiie (v, =, ¢, — ) — se dau, de asemenea, tabelele corespunzitoare:

Pl
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(1.3) OBV (ovwy) o v (o—>v)
TT T TT T
TF T TF F
F T T F T T
F F F F F T
o v (eAv) ¢ v -9
TT T TT T
T F F T F F
FT F
F F T

Pentru implicatie, bunfoard, informatia continutd in tabelul ei de adevir poate
fi exprimatd cu ajutorul urmdtoarei definifii de tipul lui (1.1):

(1.4) (¢ — ) este adevidratd ddacd sau ¢ este falsd sau cel pufin y este
adevirat; altminteri, (¢ — ) este falsd.

S# mai observim ci, in genere, 0 propozitie poate fi adeviratd intr-o situatie
si falsd intr-alta. De pild3, propozijia poate contine expresii precum ,aici*,
»acum®, ,acesta” care fsi schimbd referinfa in functie de situajie. Propozijia
~Acum este senin* e adevirati dacd e pronuntatd in ziua de 26 februarie 1994,
dar este falsd atunci cind e pronuntatd in multe alte zile. Pentru a se evita
aceastd dificultate, in logica propozifional se presupune ¢d atunci cind vorbim
despre adevidrul sau falsul unei propozifii, 0 anumitd situajie este fixatd.

In definitia (1.1) apar cuvintele ,,adevirat* i ,fals“. E nevoie de citeva
explicafii privitoare si la felul in care sunt intrebuiniate acestea in logica
propozifionald. O supozijie fundamentald este aceea cd orice propozifie con-
sideratd este fie adevidratd fie fals3, dar nu ambele. Desigur, se va putea obiecta
cd aceastd presupunere nu este corectd; dar ea poate fi menfinutd fard dificultate
odatd ce vom fi de acord si acceptdim numai acele situafii in care ea este
indeplinitd. Pe de altd parte, apare problema infelesului expresiei ,,fals*. Desigur
cd despre o propozifie putem spune in multe feluri ci este falsi. Fie, de exemplu,
propozitia: ,,Directorul a semnat acest act”. Putem spune ci e falsd sau pentru
cd directorul, fiind plecat din orag, nu a semnat actul; sau pentru c¥, Indoin-
du-se cd actul e intocmit corespunzitor din punct de vedere juridic, directorul
a refuzat si il semneze; sau pentru c3, functia de director fiind vacanti, nu
existd o persoani care si semneze acel act etc. In logica propozifionald nu
se deosebeste intre aceste feluri de a fi fals¥ ale unei propozifii. ,,Este falsi*
inseamnd, pur §i simplu, ,,nu este adevirati*,
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Incepand cu Frege, s-a argumentat de multe ori ¢ atunci cand folosim
expresiile ,,adevirat* si ,,fals* noi presupunem c existi doud obiecte — adevirul
si falsul — care sunt numite de propozitiile adevirate, respectiv false. O propozitie
ca ,,Zipada este albid" este un nume pentru adcvdr, §i acesta este sensul in
carc zicem ci ea este adeviratd; propozitia ,Jarba este albd“ este un nume
pentru un obiect, falsul, §i in acest sens zicem ci ea este falsd. ,,Fiecare propozitie
enuniatd in care ne intereseazd semnificatia cuvintelor trebuie s fie conceputd
drept un nume propriu, §i atunci semnificatia sa, dacl ea existd, va fi adevdrul
sau falsul. Aceste dou# obiecte sunt acceptate de tofi cei care judecd in genere,
chiar §i de un sceptic”!. Problema naturii acestor doud obiecte este extrem de
important¥; fnsd pentru logica propozifiilor ea nu este relevantd. Adevirul si
falsul ar putea la fel de bine s¥ fie mdna mea dreaptd, respectiv mina mea
stingd, sau invers, ori Big Ben, respectiv Statuia Libertd{ii, sau invers. De
aceea, logicienii iau adevdrul, in chip conventional, ca fiind numarul 1, iar
falsul, tot in chip conventional, ca fiind numirul 0. Alegerea are insi avantaje
tehnice; bunioard — aga cum se poate vedea imediat cu ajutorul lui (1.2) — valoarea
de adevir a conjunctiei poate fi calculatd inmulfind valorile de adevdr ale celor
doud propozitii componente.

Uncori s-a sustinut c¢3 propozifia (¢ A ) inseamni acelasi lucru ca si

(1.5) ¢ 51 ¥
Aici .51 este 0 expresie a limbii roméne, care.e folositd in cadrul acesteia
pentru a exprima conjuncfia. Desigur c# injelesurile celor doud propozitii sunt
foarte apropiate. Dar intre ele existd si diferente notabile (s& ne gandim numai
la faptul c3 in limba roméani ,si* inseamnd de multe ori: ,,$i dupd aceea™).
Simbolul A este un simbol al logicii propozitiilor, nu al unei limbi naturale
(roména), iar intelesul sdu e precizat in interiorul acesteia.

In sfarsit, expresia (1.1) poate fi luati in sensul ci ea furnizeazii infelesul
simbolului A. Dac¥ ar fi aga, atunci ar trebui ca (1.1) sa fixeze un singur injeles;
or, se observd usor cd putem introduce un simbol A, astfel inct (¢ A, )
si insemne acelagi lucru ca §i propozifia.

(1.6) (¢ A Y) A numirul © este irational. _

Propozifia (¢ A, ) este adevidratd in toate situatiile in care propozitia
(p ~ y) este adevidratd, si este falsd in toate situagiile in care propozigia
(@ ‘A ) este falsi. Insy, evident, cele dous propozifii nu au acelasi ingeles.
Obiectia, sustinutd, intre altii, de Wittgenstein?, nu se aplici totusi atunci cand
ne raportiim la orizontul logicii propozifiilor. Cici (1.1) — respectiv (1.7) — indici
ce trebuie sd avem in vedere pentru a determina dac3 propozitia (¢ A ) este
adevdratd. S¥ presupunem cd cineva ar vrea si verifice adevirul lui (¢ A W),

' G. Frege, Sens gi semnificatie, in Logicd i filosofie, Editura PoliticX, Bucuresti, 1966, p. 62.
*Tractatus logico-philosophicus, in special propozitiile 4.46 si 4.465.
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definitia (1.1) spune c3 el va putea face acest lucru chiar dacd nu stie ci numarul

7 este irational, dar nu va reusi in fncercarea sa dacd nu verificd ce valori
de adevdr au propozifiile ¢ §i .

Trebuie, de asemenea, si facem urmiioarea distincfie. Constantele logice
sunt simboluri, precum A, v, — etc. Pentru fiecare din aceste simboluri am
folosit cite un nume — conjunctie, disjunctie, negatie etc. Dar aceste simboluri
sunt folosite ca nume pentru ceea ce se cheamd functii de adevdr. Fie propozitiile
p si g si simbolul A. Construim expresia (p A ¢). Expresia (p A ¢) este un
complex de semne, care std pentru 0 propozitie: pentru conjuncpa propozmﬂor
p §i ¢. Cum am vizut, admitem c3 valoarea de adevdr a acestei noi propozifii
este determinatd univoc de: 1) valorile de adevdr ale propozitiilor componente;
2) proprietitile conjunctiei. Conjuncia nu solicitd sd apeldm la nici o altd proprietate
a propozitiilor componente fn afara valorii lor de adevdr. In acest sens zicem:
conjunciia este o functie care din doud propozifii produce o altd propozifie
(pe care, pentru a nu complica lucrurile, 0 numim tot ,,conjunctia“ celor dou#
propozifii) si care e de adevdr; pe scurt, conjunctia este o functie de adevdr.
Atentie deci: semnul A este un conectiv logic, care sid pentru (numegte; sau
referd la) o functie de adevdr.

Aldturi de conectivele logice, in logica propozitiilor se folosesc simboluri
de un alt tip, anume litere propozitionale:

D p, g r . Py Py

Combinindu-le cu ajutorul conectivele logice, putem produce expresii mai
complexe, numite formule. De pildd, plecind de la literele propozitionale p,
g, r putem construi, pe rind, formulele

1.8 @ v 9

((p vV g o)
Alpv g —n)
Literele propozmonale nu au un fingeles fixat; ele insele nu sunt propozitii,
ci tin locul unor propozitii. Formulele (1.8) nu sunt propozifii, dar devin propozitii
daci p, g, r sunt inlocuite cu, de exemplu, propozitii ale limbii roméne. Astfel,
dacd punem: .

p: Al fost Intepat de o viespe.

q: Ai fost intepat de o albind.

r: Sarea aplicat pe rand alind durerea.
ulima formuld din (1.8) devine propozifia:

(1.9) (Ai fost intepat de o viespe A ((ai fost infepat de o viespe v ai
fost infepat de o albini) —» sarea aplicati pe rand alini durerea)).

De multe ori, in prezentarea logicii propozifionale, p, ¢, r sunt numite
»variabile propozifionale*. Aceastd procedurd nu este corectd: admitdnd cd p
este 0 ,,variabild“, se recunoagte ci p nu este 0 propozitie, ci fine locul unei
propozifii. Dar aceastd condifiec nu este suficientd pentru a afirma c3 p este
0 variabild propozitionald. Pentru a fi asa ceva, e necesari 0 a doua condifie:
sd putem cuantifica asupra propozifiilor, sd putem, deci, ca din formula

@ A ((p v ¢ = r) siputem conchide, de pildd, ci
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(1.10) Existd un p astfel incdt (p A ((p v @) = r)) e adevirati.
Or, acest lucru nu este posxbﬂ in logica propozitiilor nu este permisd cuantificarca

asupra propozitiilor §i, deci, (1. 10) nu este 0 formuld a logicii propozitiilor.
in logica propozifiilor nu putem spune, bunioard, ci:

(1.10.1) Tot ceea ce spune Epimenide cretanul este fals.
fiindcd in (1.10.1) se cuantificd asupra propozitiilor.

in paragraful anterior am folosit expresiile @, y cu a)utorul cdrora am
formulat expresii ca (¢ A \p), ), (¢ — ) etc. Dacd foIos1m si expresia
%, putem produce analogi ai formulelor (1.8): :

L1 (e v )

(o v v —x)
(o AoV —x)

Literele propozitionale p, g, r diferd de ¢, y, x in sensul urmdtor: cele din
urma sunt metavariabile propozitionale. Metavariabilele nu sunt propozitii. Ele
sunt parte a metalimbajului, adici a limbajului pe care il folosim pentru a
vorbi despre formule §i despre propozitii obtinute din acestea prin inlocuirea
literelor propozitionale cu propozitii. Asadar, metavariabile propozitionale sunt
nume atat pentru formulele propozitionale, cdt §i pentru propozitii (In meta-
linbaj vom face urmitoarea conveniie: simbolurile pentru conectivele logice
vor fi folosite ca nume ale lor insele. Astfel, fie expresia: (¢ v y); simbolul
Vv e folosit in metalimbaj ca nume pentru disjunciia v din logica
propozitiilor).

De exemplu, dacd ¢ este un nume in metalimbaj pentru p, ¥y — pentru
q, iar Y — pentru r, atunci metaexpresia (¢ A ((¢ v y) — ¥ este un nume
pentru expresia (p A ((p v ¢) — r)) a logicii propozitiilor; iar daci ¢, y
§i X stau pentru propozifii concrete, atunci ¢ posibil ca aceeagi metaexpresie
si fie un nume pentru (1.9). Spre deosebire de literele propozitionale p, g,
r..., simbolurile @, y, ¥ ... sunt metavariabile. Aceasta inseamni ci In metalimbaj
putem cuantifica asupra lor, deci pot fi folosite pentru a face enunfuri de felul:

(1.12) Oricare ar fi propozifia ¢, dacd ¢ este spusi de Epimenide, atunci
este falsd.

Fie acum ¢ o formuld. O instantd a lui ¢ este o propozifie pe care o
obfinem din ¢ inlocuind fiecare literd propozitionald din ¢ o propozi;ie
dintr-un limbaj, de exemplu din limba romén¥, {inind seama ca nici o literd
propozitionald s nu fie inlocuitd, in aparitiile sale diferite ale sale, cu propozitii
diferite. Dacd stim valorile de adevdr ale acestor propozifii intr-o mstan;a a
lui ¢, atunci putem si formdm un tabel de adevir, cu ajutorul lui (1.2) si (1.3),
pentru a afla valoarea de adevdr a intregii instante.

Sd presupunem c3 o instan{d a lui ¢ este (1.9); sd notim, pentru simplitate,
cele trei propozitii ce apar in aceastd instani cu p, g i r, in felul in care
am procedat mai devreme; vom avea atunci (p A ((p v q) = r)).

Obtinem urmitorul tabel de adevir:
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(1.13) p q r @ Alp vg) =)
() 1 1 1 11 111 11

(ii) 1 1 0 1011100

Gip 1 0 1 1111011,

(iv) 1 0 0 1011000

) 0 1 1 00 011 11

wi) 0 1 0 00 011 00

i) 0 0 1 00 000 11

viii) 0 0 0 00 000 10

17 253 64

Liniile (i) — (viii) din stinga insird toate felurile posibile fn care propozitiile
p, q §i r pot avea valorile de adevir. Coloanele din dreapta sunt calculate
in ordinea aritatd de numerele de la 1 la 7: mai Intdi se repetd coloanele lui
p (de doud ori), g §i r, apoi se calculeazd in ordine valorile de adevér pentru
@ v g, (p v g — rsi in sfirsit, pentru Intreaga expresie.

Cu ajutorul tabelelor de adevidr putem demonstra validitatea — in logica
propozifiilor — a unui rafionament. De pild4, fie:

(1.14) Aceea a fost 0 viespe, iar sarea alind durcrea provocati de ingepiturilor
de viespe sau de albind. Asa cd ar fi bine s¥-ti pui nigtc sarc pe ingepaturd.

In (1.14) e confinut un ralionament, anume:

(1.15) (Ai fost injepat de o viespe A ((ai fost injepat de o viespe v
ai fost injepat de o albind) — sarca aplicatd pc rand alind durerea)

Deci: Sarea aplicati pe rand ifi va alina durerea.
Inlocuind propozitiile componente dup procedura folositd mai sus, objinem:

(1.16) (p A ((p v @ — n). Deci: r B
Acum, sd calculim tabelele de adevidr pentru premisa §i concluzia lui (1.16).
Cu ajutorul Iui (1.13), obtinem:

(1.17) p q r @Allve-onr) r
6 1 1 1 1 1

(ii) 1 1 0 0 0

(iii) 1 0 1 1 1

iv) 1 0 ¢ 0 0

v) 0 1 1 0 1

(vi) 0 1 0 0 0

(vii) 0 0 1 0 1

(viii) 0 0 0 0 0
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Observim ci ori de cite ori premisa e adevdratd (liniile (i) i (iii)), §i concluzia
¢ adevirati. Asadar, nu existd nici o linic in carc premisa si fie adevidratd, iar
concluzia falsi. Rationamentul este, deci, valid.

In acest paragraf s-a presupus ci urmitoarca sustinerc este corecti:

(1.18) Dact ¢ cste o formuld a logicii propozitiilor, atunci orice atribuire
de valori de adevir pentru literele propoziionale care apar ¢ poate fi extinsd,
cu ajutorul definifiilor (1.2) §i (1.3) alc funcgiilor de adevdr, astfel incdt sd
obfinem valoarca de adevdr a lui ¢; accastd valoarc dc adevdr atribuitd lui ¢
esic unicd §i poate fi calculatd intr-un mod mecanic.

Sustinerea (1.18) ecste teza centraid a logicii propozitiilor. Mai devreme
am vizut cum funcfioneazi aceasta pc un cxemplu concret: cum, pomnind de
la valori de adevir pentru p, ¢ si r (liniile (i)—<(viii) in (1.13)), calculdm valorile
de adevidr pentru formule mai complexe, precum (p v g), ((p v q@) = 1)
sau (p A ((p v @ — n). Dar acest exemplu rcusit nu nc spunc dacd, in
chip necesar: )

a) procedura urmatd pentru a calcula valorile de adeviir pentru propozitiile
mai complexe funcfioncazd intotdcauna;

b) valorile de adevir pe care le calculim sunt unic determinate de tabelele
de adevir.

Intuitiv, tezele exprimate de (@) §i (b) sunt corecte; dar cste nevoie  si
dovedim cd este agsa. Modul in care sc poate face acest lucru e urmitorul:
sd observim mai intdi cd formulele sunt mai mult sau mai pujin complexe.
Idcea este aceea de a ardta cd, dacd (1.18) este valabild pcntru formule mai
simple, atunci va {i valabild §i pentru formulele construite din acestea cu ajutorul
conectivelor logice. Principiul care va fi folosit in demonstrajie este cel al
inductiei matematice. El are forma:

(1.19) S& presupunem c¢d numdrul 0 arec a anumitd proprictate; sd presu-
punem de asemenca ci ori de cite ori numercle de la O la » inclusiv au acea
proprietate, §i numdrul n + 1 0 are. Atunci se poate conchide ci toate numerele
naturale au acea proprictate. '

Dificultatea constd in a face aplicabil acest principiu al inducfiei mate-
matice in cazul nostru. Procedura va consta in urmitoarele: ficcirei formule
a logicii propozitiilor i se va atribui un numdr natural unic determinat (egal
sau mai mare cu 0). Apoi se va ardta cd susgincrea (1.18) e adevirat¥ pentru
toate formulele c#rora li s-a atribuit numirul 0. De asemenea, se va arita ci
dacd susjinerea (1.18) se aplicd tuturor formulelor care au un numir mai mic
sau cgal cu n, atunci se va aplica obligatoriu i formulelor care au numrul
n + 1. De unde vom putea conchide ci (1.18) se aplici tuturor formulelor.
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Pentru aceasta, e nevoie insi de introducerea Intr-un mod riguros a notiunii
de formuli.

§ 2. Limbajul formal al logicii propozitiilor

Am definit o instan(3 a lui ¢ ca o propozitie pe care 0 obfinem inlocuind
fiecare literd propozitionald care apare in ¢ cu o propozifie dintr-un limbaj;
exemplul dat a fost cel al propozitiilor din limba roménd. Este acum momentul
sd precizim intr-un mod mai abstract acest lucru.

Fie S o muliime de propozifii. S € o multime oarecare de propozitii;
ceea ce se cere este doar ca ea si fie fixatl, adici sd {i fie determinate elementele
(= propozitiile pe care le contine). Acum vom defini limbajul propozifional
L(S) construit din propozitiile din S.

Simbolurile lui L(S) sunt urmitoarele:

(2.1) a) toate propozitiile din S;

b) conectivele logice: —, A, v, =, &,
¢) parantezele: (,).

Intuitiv, elementele lui S stau pentru afirmatii simple, iar conectivele logice,
pentru cuvintele folosite pentru a combin:a\ afirmatiile simple in altele complexe.
Urmeazi acum si definim propozitiile lui L(S), pe scurt: propoziiile.

(2.2) Definifia propozitiilor: .

a) daci ¢ este un element al lui S, atunci ¢ este o propozitie;

b) dacd ¢ este o propozitie, atunci (- @) este o propozitie;

c) dacd ¢ si y sunt propozitii, atunci (¢ A ), (¢ v ), (¢ — ) i
(¢ & YY) sunt propozitii;

d) un sir finit de simboluri ale lui L(S) este o propozitie dacd §i numai
dac3 se poate arita ci este o propozitie aplicind de un numdr finit de on
punctele (a) — (c). )

Intru-un mod puin mai complicat, nofiunea de propozitie a lui L(S)
poate fi construitd simultan cu nojiunea de complexitate a unei propozifii a
lui L(S), astfel:

(2.3) a) Dac3 ¢ este un element al lui S, atunci ¢ este o propozifie §i
are complexitatea O;

b) dacd ¢ este 0 propozifie si are complexitatea n, atunci (- ¢) este 0
propozifie §i are complexitatea n + 1;

¢) dacd ¢ si y sunt propozifii §i au complexitatea n, respectiv m, atunci
@AW, (¢Vv ), (e — vy si(p << v sunt propozifii §i au complexitatea
n+m+1;

d) la fel ca la (2.2).
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De pildd, fie p si ¢ elemente ale lui S. Atunci:

p si g sunt propozifii §i au complexitatea 0;

(- p) este o propozitie de complexitatea 0 + 1 = 1;

{(p v q) este o propozifie §i are complexitatea 0 + 0 + 1 =.1;

(- p) v @) este o propozilie §i are complexitatea 1+ 0 + 1 = 2 etc.
Vom enunta, fird demonstratie, clteva leme:

(2.4) Daci ¢ este o propozitie, atunci numdirul de aparifii ale lui "(" in

¢ este egal cu numirul de aparifii ale lui ”)” in @.

(2.5) Dacd @ este o propozitie, atunci fn ca existd un singur conectiv logic
principal, care are proprietatea c& dacd la stdnga lui simbolul ") apare de n
ori, atunci’ simbolul (" apare la stdnga lui de n + 1 ori.

(2.6) Dacd ¢ are complexitatea n §i n # m, atunci ¢ nu are comple-
xitatea m.

Acum putem reveni la sustinerea (1.18). Sd o demonstrdm prin inductie.
Fie o formuld ¢. Dacd ea are complexitatea 0, atunci este un element din S,
iar atribuirile de valor de adevir pentru ¢ se fac In mod automat in tabelele
de adevir. Spre exemplu, dacd ¢ este p din tabelul (1,13), atribuirile de adevir
pentru p (coloanele 1 i 2) sunt obginute prin simpla recopiere a primei coloane
din stinga tabelului. SA presupunem acum ci n ) 0. Atunci, conform cu (2.6),
lormula ¢ are o complexitate unic determinatd n §i, dacd m # n, atunci ¢
nu arc complexitatea m. Potrivit lui (2.5), putem determina conectivul
logic principal din ¢. Fdrd a pierde generalitatea, sd presupunem cd acesta
este v. Atunci @ este o propozifie (¢, v ¢,). La rdndul lor, ¢, si ¢, au
complexitdfi bine determinate m, §i m, i potrivit lui (2.3), puncul (c),
n=m + m,+ 1. De aici rezulid imediat cd

m, { n.

m, { n.
Potrivit pasului inductiv, sustinerea (1.18) este adevirai¥ pentru orice propozitie
care are 0 complexitate mai micd decat n; agadar, pentru ¢, §i pentru ¢, am
calculat deja cu ajutorul tabelelor de adevir, pentru fiecare atribuire de valori
de adevdr pentru elementele lui S care apar in ¢, o valoare de adevir bine
determinatd. Fdcind apel la tabelul (1.3), obtinem §i pentru ¢ o valoare de
adevir bine determinati. La fel se procedeazi cand in ¢ conectivul logic principal
este negafia, conjuncfia, implicajia sau echivalenfa. Aplicdnd principiul
inductiei matematice (1.19), rezultd c3 (1.18) este adeviratd pentru orice formul3
a lui L(S).
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§ 3. Validitate i tautologie

In paragrafele anterioare au fost introduse notiunile preliminare in vederea
formuldrii reoriei modelelor pentru logica propoziiilor.

Teoria modelelor este aceea ramurd a logicii matematice care se ocupd
cu relagia dintre limbajele formale §i interpretdrile accstora: modelele. Este o
ramurd relativ noud a logicii, care a inflorit in special din anii 50 (numele
insusi al acestui gen de preocupdri logice a fost avansat in 1954 de A. Tarski),
chiar daci unele rezultate (in principal teoremele lui Lowenheim §i Skolem)
au fost obtinute mai devreme. Teoria modelelor studiazd raporturile dintre
nofiuni sintactice i notiuni semantice. Sintaxa privegte structura pur formald
a limbajului. Nofiuni sintactice sunt, de pild, cea dec propozifie, cea de
complexitate a unei propoziii etc. in cele ce urmeazi vor fi definite si studiate
si alte notiuni sintactice: cele de demonstrafie, teoremd, tautologie etc. Semantica
priveste interpretarca sau infelesul unui sistem formal. Notiunilc semantice deja
amintite sunt cele de adevir §i de fals, tabelele de adevir. In continuare vor
fi introduse §i studiate i alte notiuni semantice, precum ccle de validitate,
consecinid etc.

Pentru a-construi o teorie a modelelor, trebuic pornit de la un limbaj
formal. Limbajul L(S) este un bun exemplu pentru a introduce ideile de bazi
ale teoriei modelelor, chiar dacd el este extrem dc simplu. Puntea dintre un
limbaj formal si interpretdrile salc este furnizatd de definifiile de adevdr, care
specificd valoarca de adevdr a fiecdrei propozitii, in fiecare model.

Ce este un model al logicii propozijionale? Cc este, deci, o interpretare
a logicii proporzitiilor? Primul rdspuns care vine in minte este acesta: o in-
terpretare, deci un model al logicii propozitiilor, este 0 funcfie care atagcazd
fiecdrei propozigii din S o valoare de adevir: adevirul sau falsul. Putem modifica
putin aceastd intuitie, in felul urmitor: pentru a construi modelul M, fiecHrei
propozifii din S i sc va ataga o valoare de adevir. Si definim atunci pe M
ca fiind mulfimea acelor propozitii din S cirora li se atageazi valoarca de adevdr
adevdrul. Acum, evident, dac3 o propozifie din S nu apartine mul{imii M, stim
cd in acest model valoarea de adevdr care i s-a atagat este falsul.

(3.1) Un model M pentru "(S) este 0 submuljfime M a lui S.
Dacid, de pild4, S este o mulfime finitd §i are n elemente, atunci vor exista
2® submuljimi ale lui S §i deci 2% modele ale lui L(S). Intre acestea, vor exista
si modelele M = ¢, cdnd In M nu e adeviratd nici o propozijie din S, si
M = §, cind toate propozijiile din S sunt adevdrate in M.
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Un model este deci o situatie in care sunt adevirate unele propozitii din
S. Am putea spune chiar cd un model este o stare posibild a lumii in care
ar fi adevirate unele din propozigile din S.

Putem acum si incepem construirea puntii dintre limbajul L (S) si modelele
sale. Primul pas e acela de a da o definijie a adevdrului unei propozitii
fntr-un model. Vom exprima faptul ci o propozifie ¢ este adeviratd in modelul
M prin notatia

M=o

Relatia M I= @ este definitd astfel:

(3.2) Definifia adevirului unei propozifii ¢ in modelul M:

a) daci ¢ este un simbol propozitional din S, atunci M I= ¢ ddaci

€ M,
¢ b) daci ¢ este o propozijie (— ), atunci M |= ¢ ddacd nu este cazui
A M=y

c) da‘gﬁ ¢ este o propozifie (¢, A @,), atunci M |= ¢ ddaca M=o, si
M= o,

d)(pdaca ¢ este o propozifie (¢, v (pz), atunci M |= ¢ ddacd M = ¢,
sau cel putin M |= @,;

e) dacd ¢ este o propozifie (¢, — 9,), atunc1 M 1= ¢ ddacd sau nu este
cazul ¢ M I= @, sau e cazul cd M I= o,;

f) dacd @ este o propozitic (¢, & (pz) atunci M I= ¢ ddacd: M I= ¢,
ddacid M I= o,.

Atunci cdnd M 1= ¢, spunem cd ¢ este adevdratd in M, sau cd ¢ are
loc in M, sau ci M este un model al lui ¢; cind nu e cazul ci M |= @, spunem
¢l @ este falsd in M, sau cd ¢ nu are loc in M, sau cd M nu este un model
al lui ¢. Se observd imediat, pe baza lui (b), cd ¢ este falsa M ddaci
& ¢) este adevidratd in M, in simboluri M = (- ¢).

Un gen special de propozitii e constituit de cele valide. O propozitie este
validi, in simboluri.

= ¢
ddaci ¢ este adevdratd in toate modelele. Alte nofiuni semantice, inrudite cu
cea' de validitate, sint urmitoarele:

a) o propozifie este realizabild ddacd existd un model in care ea este
adevdratd;

b) o propozijie este nerealizabild ddacd negatia sa este validi.

Pentru a determina dacd o propozifie ¢ este validd, e necesar deci si se
inspecteze toatc modelele lui L(S); iar dacd S este o mulfime infinitd, acestea
sunt infinite ca numdr. Decurge de aici cd determinarea validitdfii lui ¢ nu
se poate realiza printr-un test simplu, desfisurat intotdeauna printr-un numir
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finit de pasi. Din fericire ins4, asa cum vom vedea, aplicdnd o strategie indirectd,
se poate determina intr-un numdr finit de pagi dacd o propozitie ¢ este validi
sau nu.

S3 observim, in acest sens, ¢d dacd facem apel la nofiuni sintactice, nu
semantice, putem determina precis, printr-un numdr finit de pasi, daci o propozitie
este validi. Procedura de decizie sintacticd se bazcazd pe notiunea de tautologie.
Vom defini aici tautologia In tcrmeni sintactici, deci prin raporiare strict
la limbajul formal L(S), fird a face apel la nofiuni semantice (model, adevir,
validitate etc.). Atentie, de multe ori expresia ,tautologie” ¢ folositd intr-un
sens semantic: este tautologic o formuld care are valoarea de adevdr adevirul
in vrice linie a tabelului de adeyir pe care i-1 construim. Dar in aceastd lucrare
expresia va fi folositd consecvent intr-un sens sintactic.

Fic ¢ o propozitic in carc apar n + 1 (n > 0) simbolurt din S. S& le
notim cu p,, ... p,. Fie acum a, ... a, un sir format din doud litere, ¢ §i f.
Cititorul tentat s3 1a pe ¢ ca insemndnd adevdrul iar pe f ca insemnind falsul
— temtat, deci, s considere cd, pe ascuns, am introdus in discutie nofiuni
semantice — va putea sd accepte urmatoarca conventic: £ €ste un nume pentru
paranteza (, iar f cste un nume pentru paranteza ). Conventia accentueazd c3
alegerea celor doui litcre nu are nici o semnificatie speciald. Vom numi atri-
buire orice gir dc forma a,, ... a,. Acum sd definim notiunea de valoare a
unei propozilii ¢ pentru atribuirea a, ... a

(3.3) a) Dacd ¢ este o propozifie p, din S si m < n, atunci valoarea lui
¢ este a_;

b) dacd ¢ cste (- ), atunci valoarea lui @ este opusul valorii lui
(opusul lui ¢ estc f, iar opusul lui f este ¢);

c) daci @ este (9, A @,), atunci valoarca lui ¢ este ¢ dacd valorile lui
¢, si @, sunt ambele ¢ altminteri, valoarea lui ¢ este f.

Nu vom mai lomula in continuarc conditiile pentru celelalte funciii de
adevir; cititorul I¢ poate construi singur, ca exercifiu.

Si observam cit de aseminitoare sunt definiitille (3.3) si (3.2). Dar ele
diferd in chip esengial, §i anume in doud locuri:

1) (3.2) estc semanticd, (3.3) este sintacticd;

2) in timp ce (3.2) implicd un model posibil infinit, cdnd S esle infinitd,
(3.3) implicd doar o atribuire finitd a, ... a,.

Sintactic, nojiunea corespunzitoare celei semantice de validitate este nofiunea
de tautologie. Fie ¢ o propozifie, iar p,, ... p,. toate simbolurile din § care
apar in ¢. Spunem cd @ este tautologie, in simboluri

o
ddacd ¢ are valoarea ¢ pentru orice atribuire a,,...a, de n + 1 litere ¢ §i f.

Valoarca lui ¢ pentru o atribuire a, ... a, poate fi calculatd foarte ugor,
cu ajutorul tabelelor de adevidr definite in §1. S& accentudm nsd iardgi cd, in
folosirea acestora, aici nu se presupune ci avem a face cu interpretdri ale
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proporifiilor ce apar in ¢, cu atagarca unor valori de adevdr pentru acestea.
Aict nu avem a face decdt cu funclii care atayeazd ficclrei propozifii simple
o valoare ¢ sau f— dar fird sd ddm vrcun Injeles acestor valori — §i cu extinderea,
conform principiului (1.18) — iarsi neineles semantic, ca implicand deci notiunea
de adevdr — a acestor funcfii la orice propozifie y a lui L(S).

(3.4) Daci toate propozifiille din S care apar in ¢ se afld printre
Py - P,» alunci valoarca lui ¢ pentru atribuirea g, ... a,, ... a_, = este acecasi
cu valoarca lui ¢ pentru atribuirea a,, ... a .

Analog lui (1.18), expresia (3.4) ev1denpazé cd valoarea lui ¢ depinde
doar de propozitiile lui S care efectiv apar in ¢, nu si dc celelalte propozitii
din § care nu concurd in compunerea lui cu ajutorul conectivelor logice.

Mai sus s-a afirmat cd notiunea sintactici de tautologie corespunde celei
scmantice de validitate. Sensul acestei ,,corespondente™ este dat de urmitoarele
doul teoreme:

(3.5) Teorema de corectitudine. Dacd ¢ este o tautologie, atunci ¢ este
valids. In simboluri: daci - ¢, atunci |= ¢.

(3.6) Teorema de completitudine. Dacd ¢ este valabild, atunci @ este
o tautologie. In simboluri: daci I= ¢, atunci I- ¢.

Cele doud teoreme sunt puse uncori impreund sub numecle de teorema de
completitudine — teza cd

(3.7) 1= ¢ ddacd |- o.
in cuvinte: ¢ este validi ddaci este tautologie.

Teorema (3.7) evidentiazd cu limpezime sensul corespondeniei intre cele
doud notiuni, una sintacticd §i una semanticd: ambele dcfinesc aceeasi mulfime
de propozilii.

Un corolar al tecoremei (3.7) este urmitorul: Intrucét putem decide pentru
orice propozitie ¢, cu ajutorul lui.(3.3), dacd ea este sau nu tautologie
intr-un numdr finit de pasi, Inseamnd cid — potrivit acum teoremei de comple-
titudine — putem decide intr-un numir finit de pasi dacd ea este valida.

Pentru a demonstra teoremele (3.5) si (3.6), deci teorema de completi-
tudine (3.7), avem nevoic de 0 lem3 ajutdtoare. Fie ¢ o propozifie, si fie toate
propozitiile din § care apar in ¢ printrc p, ... p.. S& luim un model oarecare
M al lui L(S). M este, desigur, 0 submuljime a lui S. Acum, pentru m = 0,1,

.n, sdpunem @ = tdacdp € Mgsia = fdacd p & M. Plecind de la
un oarccare model M, obfinem astfel o atribuire a,, ... a,. Prin inducfie, e
ugor s se arate ci

(3.8) M I= ¢ ddacd valoarea lui ¢ pentru atribuirea a, .. a_este t.
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Demonstragia acestei leme se face prin inductie:

a) daci ¢ este un simbol din S, atunci (3.8) are loc, potrivit definifiei
atribuiririi a,, ... a; )

b) daci ¢ este (- y), atunci prin inductie M |= y ddaci valoarea lui y
pentru atribuirea a,, ... @, este f, sau, echivalent, M |= y nu are loc ddacd
valoarea lui Yy pentru atribuirea a, ... a, este f. Tindnd cont de definifia lui
M, avem: nu este cazul ci M |= y ddacd M I= ( — ). Pe de altd parte, valoarea
lui y pentru atribuirea a,, ... a, este f dacd valoarea lui (-y) pentru atribuirea
lui @, ... a, este t. Cu aceasta, (3.8) e demonstrat pentru cazul (b). Celelalte
cazuri sunt l3sate ca exercifiu.

Acum putem trece la demonstrarea teoremei de completitudine.

Demonstratia lui (3.5). S4 presupunem c# ¢ este o tautologie. Atunci, pentru
orice atribuire g, ... a, valoarea lui ¢ este +. S& presupunem cd ¢ nu este
validi. Atunci existd un model astfel incit ¢ este falsd in M, deci relafia
M = ¢ nu are loc. Conform definifiei modelului, (- @) este adeviratd in M,
in simboluri M I= (- ¢). Insd in (- @) apar aceleasi simboluri din S care apar
si in ¢, deci acestea se gisesc printre p,, ... p,. Asadar, orice §ir g, ... a,
este o atribuire pentru care (— ¢) are o valoare. Potrivit procedurii indicate
mai sus, plecind de la modelul M obtinem o atribuire a, ... a_ astfel incat
valoarea lui (-~ @) este ¢ §i, deci, valoarea lui ¢ este f. Dar aceastd atribuire
a, ... a, este, In acelasi timp, o atribuire pentru ¢. Conform supozitiei ficute,
valoarea lui ¢ pentru orice atribuire este ¢t — ceea ce contrazice insd rezultatul
obfinut. Agadar, ¢ este validd.

Demonstratia lui (3.6). S& presupunem cd ¢ este validd. Atunci, oricare
ar fi modelul M al lui I(S), M |= ¢ Dacd ¢ nu este o tautologie, inseamnd
c4 existd o atribuire @, ... a, pentru care valoarea lui ¢ este f. Dar orice atribuire
e obtinutd dintr-un model M §i atunci, conform lui (3.8), nu este cazul ci
M |= ¢, ceea ce produce o contradicfie. Asadar, ¢ este tautologie. .

§ 4. Consecintd si deductie

In acest paragraf vom introduce dous noi nofiuni care f§i corespund: cea
sintacticd de deductie si cea semanticd de consecingd. Ambele reprezintd precizir
ale relafiei informale;

¢ implicd logic .

S& incepem cu nofiunea de deductie. Ea se bazeazd pe posibilitatea de
a distinge, dintre propoxzitiile lui L(S), o clasi a tautologilor. In paragraful anterior
am prezentat o metodd — cea care face apel 1a nojiunea de valoare a unei propozitii
pentru o atribuire — de a stabili cdnd o propozitie este tautologie. Existd fnsi
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si alte metode de a selecta tautologiile. Pe scurt, vom mentiona doud: metoda
lui Hilbert §i metoda lui Gentzen.

a) Metoda lui Hilbert. Aceasta constd in alegerea unei mul{imi de propozitii
¥ ale lui L(S), numite axiome, impreund cu reguli de derivare a unor noi formule.
Tautologiile vor fi axiomele §i toate propozitiile care pot fi obtinute din axiome,
aplicind de un numdr finit de ori regulile de derivare. Cu titlu de exemplu,
prezentim aici un sistem axiomatic. Acesta este o pereche (Z, R), unde X este
mulfimea formatd din urmitoarele 13 formule:

(4.1.1) (9 = (v = 9)
@412) (@ =2 ¥) = (9 = (¥ = X)) - (9 = 1)
“4.13) (9 A ) = 9)
4.14) (9 A ¥) = V)
@15) (e =) =2 (@20 (@2 WA
4.16) (@ = (9 v V) ‘
4.17) (@ = (¥ vV )
418) (@ = 1) > (y = %) > (@ VvV - )
#19) (e = ¥) = (@ = (~ V) = (- o))
4.1.10) (- (—9) = @)
@.111) (¢ © ¥) = (¢ > W)
4.1.12) (9 & W) = (¥ = ¢))
(A4.113) (@ > W) = (v = 9) = (9 & )
iar R este urmitoarea reguld de derivare (modus ponens sau regula detagdrii):
(4.2) Dacd ¢ si (¢ — ) sunt tautologii, atunci §i y este o tautologie.
Aici trebuie ficuti urmitoarea observatie: In mod obignuit se formuleazi
si 0 a doua reguld de derivare, regula substitugiei. Bun#oard, axioma (4.1.1)
este datd sub forma

@11) @ - (@ - p)
iar’ regula substitufiei permite si fnlocuim fn mod uniform fiecare literX
propozifionald care apare in (4.1.1) -~ p §i ¢ — cu orice propozifie. Astfel,

- din (4.1.1") se pot obtine drept tautologii, prin regula substitugiei, oropozitii

precum:

D@rd->G@->0A9)
i@ @ - @A 9 - p)
(i) @ = (p = p)) etc.
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In felul in care am formulat axiomele sistemului, nu e nevoie de regula substitutiei;
aceasta, datorit folosirii metavariabilelor. Intr-adevir in (4.1.1.) ¢ poate sta
pentru (p A ¢q), iar y pentru ¢ (ca in (i)), sau ¢ poate sta pentru p, iar y
pentru (p A g) (ca iIn (ii)) etc.

Iatd un exemplu de tautologie .care poate fi demonstratd in sistemul

Z, R):
“4.3) (¢ — 9)

S4 observdm ci urmitoarele propozifii sunt axiome:
L(p— (9> ) (axioma (4.1.1))
2.(90-> (9> 0)> o) (axioma (4.1.1))

3.(92 (9= 9> (9292 9) = ¢) > (9—9)) (axioma (4.1.2))
De aici objineau ugor: '

4. (9 = (¢ = 9) — 9)) = (¢ = 9)) (din (1) §i 3), prin regula (4.2)).

5. (¢ - ¢) (din (2) si (4), prin regula (4.2)

Metoda lui Hilbert este ineficients si neintuitivd; o cantitate mare de efort
trebuic depusd pentru a produce ca tautologii propozitii foarte simple, bundoari
(¢ v (-¢)) ori (¢ © (—(—o))). In plus, trebuie dovedit ci mulfimea propozitiilor
care pot fi demonstrate intr-un sistem ca (Z, R) este exact multimea propozitiilor
care sunt tautologii potrivit procedurii descrise in paragraful anterior. lar
demonstratia acestui fapt este extrem de dificild. Metoda lui Hilbert are insd
cel putin dou# merite importante: in primul rind, sistemele axiomatice definite
fac apel 1a mecanisme extrem de simple de derivare a unei propozitii din altele;
ca in cazul nostru, uneori numai o singurd reguld de derivare apare ca necesard
(cel mai adesea ¢ voiba de modus ponens). In al doilea rind, metoda lui Hilbert
permite si se observe usor ce se intAmpld daci unele dintre axiome sunt intarite,
slibite ori chiar eliminate. Acest fapt este extrem de folositor cdnd se construiesc
logici neclasice, de pild3 logici polivalente sau logici ale implicagiei stricte.

fn paragraful anterior am definit relatia ; - @ inseamn3 c4 ¢ este (potrivit
metodei valorii de adevdr a propozifiilor pentru o atribuire) o tautologie.
S4 ne amintim ci X e mulfimea axiomelor (4.1.1) — (4.1.13); si notdm cu
Z -, ¢ relagia: propozifia ¢ este derivabild din Z cu ajutorul regulii R. Rezultatul
amintit mai sus privitor la metoda lui Hilbert ¢ urmdtorul:

(44) - ¢ ddacd X -, o.

Relatia Z |, ¢ presupune deci doud elemente: 0 mul{ime de propozifii (luate
ca premise ale demonstragiei) §i un set de reguli — in cazul nostru, singura
reguld este modus ponens — cu ajutorul cdrora pot fi derivate alte propoxzifii
din premisele date.
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b) Metoda lui Gentzen. Ea constd in a formula o multime R de reguli
care si ne asigure obtinerea tuturor tautologiilor, in sensul urmiior: sd scricm
., © — in cuvinte: ¢, estc deductibild — pentru cazul In care I' b ¢ si
I” = g, deci cAnd mul{imea premiselor de la care se pleacd pentru a obtine
pc @ este mullimea vidd. Problema devine deci urmdtoarea: sd se construiascd
R astfel incdt

(4.5) ¢ este tautologie (simbolic, |- @) ddacd -, ¢.

In stilul lui Gentzen pot fi produse diverse astfel de muliimi R de reguli de
derivare. Un exemplu este urmtorul (aici se dau reguli pentru fiecare funciie
dc adevir: mai intii unele de introducere a funcliei, apoi unele de¢ eliminare
a funcyiei; natura regulilor va fi marcat prin litera i, respectiv e, atagati numrului
regulii):

(4.6.11) Dacd T, ¢ |5 vy, awunci ' |5 (¢ = )

461e)yDacd I' |5, ¢ si [ |5 (¢ — V), awnci I |5 w.

@462 T, 0, ¥y |5 (0 A W)

@462e)a), (@AY | ¢

by I (@ A ) Iw ¥
(@63 a Tl ¢lg (0Vvy)
b Lylg(evy)
(463¢) Daca T, ¢ |5, wsi I, x |, v si T |5 (¢ v x), atunci
i v
(4641) Dacd T, ¢ |, wsi T, @ |5 (—y), aunci T | (-~ ¢)
@64c) )T, @) Iy @
D)L, o. 0D I v
@65 I (¢ = ), (W = @) b (¢ & W)
@65e) T, (0 W)l (0> W
D) I, (¢ & y) Iy (W = @)

(4.6.6) Daci I |5, ¢, atunci T, A |-, @ pentru orice muljime A de propoziii
ale lui L(S).

Ca i in cazul metodei lui Hilbert, s§ vedem cum pot fi utilizate aceste
reguli pentru a produce tautologii. Cum in continuare e presupus ¢i ne raporiim
la mulfimea R de reguli formulatd mai sus, vom scrie simplu I" |- ¢ in loc
de I' |5 . S& demonstrim:

@7) (¢ - ¢

Mai intdi, vom demonstra lema:

471) Dacd T, o -y siT, yby atunci T, ¢ - %.
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Presupunem TI', ¢ + vy
Presupunem TI', v + %
T, ¢, ¥y x (din (2), cu ajutorul lui (4.6.6), luénd pe A ca {9}).
o, -y — % (din 3), cu ajutorul lui (4.6.1.i)) _
. T, 9, by (din (1) si (4), cu ajutorul lui (4.6.1.¢)), qed
Vom demonstra acum 0 a doua lemi:
@I T, oo
6. T, 9, (- 9 I ¢ (din (464e) punctul (b), pundnd ¥ = ¢
7.T, ¢, (- @ (- 9) (din (4.64.¢), punctul (b), pundnd ¥y = (- @)
8. Daci [, @, ) 9§, ¢, -9k (9),aunci I, ¢ - (- ¢)
(din 4.641), punind T =T, @ §i ¥ = (- ¢)) _
9. T, ¢ - (= @) (din (6), (7) si (8))
Acum, aplicind lema (4.7.1) la (4.6.4.¢), punctul (a) si (9) avem:
10. T, 09
De aici prin (4.6.1.i%
1L T (e - o9
iar dacd punem I" = ¢, obfinem pe (5.7), q.e.d.

R N

*
* %

in cele ce urmeazi vom proceda intr-un alt mod pentru a construi sintactic 5
relatia @ implicd logic . In primul rdnd, vom accepta ci existi un procedeu . )
anterior de selectare a tautologiilor din mulfime propozifiilor lui L{S). Acest
procedeu poate fi metoda lui Hilbert, a lui Gentzen ori cea a valorii propozitiilor
pentru diverse atribuiri. In al doilea rind, vom defini relaia de implicatie
logici intr-un mod mai general, ca: I implici logic ¢ — simbolic £ ¢ —
unde X este o multime oarecare dar fixatd de propozitii ale lui L(S). S4 observim
aici ci: a) daci T este {¢}, atunci relajia I - ¢ devine ¢ - v, adlca ] unphc!&
logic y; b) mulfimea X poate fi finitd sau infinitd.

Vom introduce notiunea de deductie formald in logica propozmonalé L(S)

Regula detagdrii (modus ponens) afirmi ci:

Dm(psl(tp—-)\y)semferﬁ\y

Spunem c# y ¢ inferatd din ¢ §i 0 prin detagare daci 0 este (¢ — V).
S4 ludm acum o mulfime X, finitd sau infinitd, de propozifii din I(S).

(4.8) Propozitia @ este deductibild din Z, in simboluri  }-¢, ddaci existd un
$ir finit y,, y,, ... Y, astfel inct ¢ =y, si fiecare propozitie y, (0 < n) este sau 0
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tautologie, sau apartine lui Z, sau este inferatd prin detasare din doud propozitii y,
si y, care apar mai devreme in §ir (deci, p <m, g <m). Sirul Y, ¥, ... Y, se numeste
o deductie a lui @ din Z.

S4 notdm urmitorul rezultat imediat: ¢ este deductibild din mulfimea vidi
T = ¢ ddacd ¢ este tautologie.

Umnitoarele definitii sunt foarte importante: mulfimea Z de propozifii este
inconsistenti ddacd oricare ar fi propozitia @, £ - ¢. T este consistentd ddaci
Z nu este inconsistentd. X este maximal consistentd ddacd I este consistentd
si singura mulfime consistentd in care X este inclusd ¢ ea insigi.

(4.9.1) Dacd Z este consistentd gi I' este mul{imea tuturor propozi{iilor
deductibile din X, atunci I" este consistentd.

Demonstratie. S& presupunem c¥ X este consistentd, dar I' nu este consistent.
Atunci pentru orice ¢, I' - ¢. Asadar, pentru orice ¢ existd o deductie
Y, ... ¥, = ¢ din I'. Fiecare y, este sau tautologie, sau agar;ine lui T, sau
este inferatd prin detagare din doud propozijii v, si y, care apar mai devreme
in gir. S4 aritim cd existd o deductie 8, ... 6 = ¢ a lui ¢ din Z. Aceasta
se construieste in felul urmdtor: dacd y, este o tautologie, atunci 6, este .
Daci vy, apartine lui I', cum I' este muljimea tuturor propozifiilor deductibile
din Z, inseamnd cd y, este deductibild din X. Asadar, existd un gir finit ¥,
Xy - Xn, de propozifii care este o deducfie a lui y, din X. Atunci punem
in locul lui 6, sirul X, X,. Presupunem acum ci am construit segmentul girului
0, ... 8, corespunzitor deductiei y,, ... ¥, = ¢ pentru tofi y, cu i < m. Daci
W, este o tautologie, atunci acelui segment {i addugdm pe v _; dacd y_ apartine
iwi T, atunci addugim acelui segment girul {, ... {s_ care e o deductie a lui
vy din Z; dacd y,_ se obtine din doud propozitii care apar anterior in sgirul
Yy - W, prin aplicarea regulii detagdrii, atunci segmentului lui 6, ... 8 pe
care il avem construit deja fi addugdm pe y_. In acest fel am obtinut 0 deductie
a lui ¢ din Z. Cum ¢ este oarecare, inseamnd ci X }- @ pentru orice, @, ceea
ce incalcd supozifia cd X este o mulfime consistent3.

. (4.9.2) Dacd I este maximal consistentd §i Z - ¢, atunci ¢ € X.

Demonstratie. S¥ presupunem ¢ muljimea maximal consistenti T este
astfel incit £ |- ¢, dar ¢ ¢ Z. Fie I' = £ U {@}. Multimea T este, potrivit
lui (4.9.1), consistentd. Dar £ ¢ I' §i £ # I, ceea ce contrazice faptul ci I’
este maximal consistentd.

(4.9.3) I este inconsistentd ddacid pentru o propozifie y a lui L(S),
L= (y A W)

41




Demonstratie. Presupunem mai intdi ci Z este inconsistentd. Atunci pentru
orice @ al lui L(S), £ - ¢. In particular, luand ¢ = (¥ A (- V)), obtinem
T - (y A €& ). Presupunem acum c¢d X - (W A (— ). S3 ardtim c3 pentru
orice ¢, L - @. Asadar, trebuie sd ardtdim cd existd o deductie a lui ¢ din
%. Intruclt T - (y A (- ¥)) existd o deductie Y, ... ¥, = (¥ A () a lui
(W A (-y)) din Z. Si observim de asemenea ci 8 = (((y A (~y)) — @) este
0 tautologie. Atunci sirul y,, ... y,, 6, @ este 0 deductie a lui ¢ din X.

(4.9.4) Teorema deductiei. T v {¢} - vy ddacd X |- (¢ — w).

Vom proba numai suficienja. Demonstratia va fi ficutd prin inductie. Fie
n cel mai mic numar pentru care existd o deductie y,, ... Y, a lui y din
E U {¢}. S3 ardtim mai Intdi ci teorema are loc pentru n = 0. In acest caz,
fie 1) y = ¢, fie 2) y este o tautologie, fie 3) y aparine lui Z. in primul
caz, trebuie si aritim c3 X - (¢ — ¢), ceea ce ¢ adevdrat fiindcd (¢ — ¢)
este o tauwologie. In al doilea §i al treilea caz, avem X - y. Cum
(y = (¢ — y) e o tautologie, sirul

v,y o (o) (90— W)
este 0 demonstratie a lui (¢ — y) din Z. Fie acum n > 0. Fafd de cele trei
cazuri, care se reiau aici ca §i pentru n = 0, apare un al patrulea: y se obtine
din w, si ¥, = (y, > y) prn detagare (i < n, j < n). Atdt vy, cht
si vy, sunt deductibile din £ U {¢}. In virtutea inductiei, avem (¢ — )
si (@ = ¥) = (¢ — (¥, > V) deductibile din X. Atunci girul

8, = (9 — vy)

8, =(0 > (y > v

0, =00 = y) > {(9» 2 (v, > V) = (p > V))) (tautologie)
0,=0¢ > (¥, > ¥) = (¢ 2 V)

6, = (0 > )
este 0 deductie a lui (¢ — y) din Z. Asadar, teorema este demonstratd pentru
orice numir n,

(4.9.5) Fie £ o mulfime maximal consistentd de propozitii ale lui L(S).

. Atunci:

a) pentru fiecare propozifie ¢, ori p € X, ori (-¢) € Z;

b) pentru orice propozilii ¢ i W, (p A y) € Tddacige Zsiye %

C) pentru orice propozifii ¢ §i y, (¢ v y) € Zddacipe Zsauy € I;

d) pentru orice propozitii ¢ §i W, (¢ = y) € Tddacisau @ € Zsau y € X;

€) pentru orice propozifii ¢ si y, (¢ <> y) € X ddacd ¢ € X atunci §i numai
atunci cind y € X.
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Vom demonstra numai cazul (a). S3 presupunem c3 £ e maximal consistentd
§i ¢i nici @, nici (-@) nu apartin lui £. Vom ariita ¢ fie muljimea £ U {o¢},
fie mul{imea ¥ w {(-@)} este consistentd. S& presupunem cd ambele mul{imi
sunt inconsistente. Atunci, potrivit lui (4.9.3), £ U {0} - (y A (- y)) §i
T U {(-0)} - (¥ A (—v)). Potrivit teoremei deduciiei, avem X - (¢ —
(WAEW)SiZHC—9 = (¥ A (-vy) Fie 8, ... 8 o deduciie a lui
(@ = (¥ A (-V)) din Z. Cum propozitia 8, , | = (¢ = (W A (-V¥))) =
(- ¢)) este o tautologie, sirul 8, ... 6,60 ., 0 _,= () estc o deductie
a lui (—¢) din Z si deci Z + (- ¢). Analog, se aratd cd Z |- ¢. De aici, potrivit
lui (5.9.2), avem @ € Z4i(—9) € Z, ceea ce contrazice faptul ci X este consistenta.
Prin urmare, sau £ U {¢}, sau £ U {(-p)} estec consistentd. S3 presupunem,
de exemplu, ¢d prima mulfime este consistentd. Cum ¢ ¢ X avem X ¢ X
v {o} si Z# X U {¢}. Dar acest lucru estec imposibil, fiindcd Z este maximald.
Asadar, supozitia ini(ial4, cd nici ¢, nici (- ¢) nu aparfin lui Z este falsa.

Celelalte puncte ale tcoremei (4.9.5) sunt l3sate ca exercifii.

(4.10). Teorema lui Lindenbaum. Orice muliime Z consistentd de propozitii
poate fi extinsd la 0 muliime I' maximal consistentd (altfel zis, X este inclusi
intr-o muliime maximal consistentd de propozifii).

Demonstratie. S3 aranjiim toate propozifiile lui L(S) inir-un sir @,
®,» ... 9,... Ordinea in care punem aceste propozilii este oarccare; singura cerinti
estc ca nici 0 propozilie sd nu fie omisd, iar niciuna sd nu apar3 decdt o singura
datd in acest §ir. Yom construi acum un alt sir

Z=Zog2,‘g22g...g2"g...

de mul{imi consistente de propozifii. Muljimile £ sc definesc astfel: daca Z,
U {@,} este consistentd, punem L = X U {¢,}; altminteri puncm
L, = X, In pasul o, definim £, | =X U {¢,} ddacd £, L {¢_} este 0
mulfime consistentd; altminteri, ¥, | = X . Cind « este un ordinal limit,
punem X, = Uy, X, Definim acum mul{imea " : ea este reuniunca tuturor
muljimilor £ . Vom ardta cd 1) I' e consistentd si 2) ' ¢ maximald.

1) S& presupuncm cd T" nu este consistentd. Atunci, potrivit lui (4.9.3),
I'l- (y A (-y)). Conform definifiei relajici |-, existd o deducfie ,, ... W,
alui (y A () din T Fic 0,... 8 cele m propozijii ale lui " care au fost
folosite in aceastd deductie. Putem alege un o astfel incit toate acestea si
apartind lui X (acest lucru e posibil; intr-adevir, fiecare din aceste propozifii
are un loc unic determinat in girul propozitiilor lui L(S) si putem lua pe o
drept cel mai marc numir avut de cele m propozitii). Dar, iarisi potrivit
lui (4.9.3), Tnseamni ci % este inconsistentd, ceea ce e in contradicjie cu
construcfia Iui T.
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2) &. .resupunem acum ci I' nu este maximal¥. Existd in acest caz o
muiime consistentd A astfel incdt I' # A §i I' ¢ A. Fie un ¢, € A, care
nu apar;.ac lui T. Atunci £, v {¢,} (care ¢ inclusd in A) este consistentd
si deci L, =% U {¢,} este consistentd. Dar £ < T si deci ¢, € T}, in
coniradiciie cu supozifia ficutd.

Odatd cu demonstrarea teoremei lui Lindenbaum, sd pirdsim abordarea
sintactici. Vom construi pandantul semantic al relatiei: ¢ implicd logic y sau,
mai in general, y se deduce din Z.

Fie din nou ¥ o mulfime de propozitii ale lui L(S). Vom spune cd M
este un model al lui T, simbolic M = Z, ddacd orice propozifie din X este
adeviratd in M (deci, M este model pentru orice propozitie din X). Mulfimea
X este realizabild ddaci are cel putin un model. Aceste notiuni ne permit acum
si formulim cea mai importantd teoremd a teoriei modelelor pentru logica
propozitiilor: teorema generalizatd a completitudinii. Teorema furnizeaz3 un-criteriu
pentru a determina cind o muliime de propozifii este realizabild. Sd notim
de asemenea ci teorema leagd intre ele (prin raportul: dac¥ i numai dac#) condiii
de naturi sintactici §i condifii de naturd semanticd.

(4.11) Teorema generalizatd a completitudinii. O mulfime X de f)rOpozi;ii
ale lui L(S) este consistentd ddacd este realizabild.

Demonstratia are doud parfi:

1) Necesitatea. S% presupunem cd X este realizabild gi s3 aritdm c# este
consistentd. Fie M un model pentru care M |= Z. Vom ardta c3 orice propozitie
care este deductibild din X este adcvdrati in M. Fie vy, ... ¥, = ¢ o deductie
a unei propozitii ¢ din Z. Fie m < n. Dacd y_ € Z, atunci y_ este adevdratd
in M, conform supozifiei. De asemenea, potrivit teoremei de corectitudine (3.5),
dacd y_ este o tautologie, atunci e adevdratd in M. lar dacd y_ e obfinutd
din doud propozifii y, si (y, —» ) adevdrate in M, atunci evident cd §i y,_
este adevdratd in M. Decurge de aici, prin inductie, ci toate propozitiile
Y, ... ¥ sunt adevdrate in M. Asadar, orice propozitie, dacd este deductibild
din X, este adevidratd in M. Dar dacd X ar fi inconsistentd, atunci (¢ A (-y))
ar fi deductibild din £ - i, deci, ar fi adeviratd in M. Dar nici o propozitie
de forma (y A (-y)) nu poate fi adevdratd in M. Asadar, £ e consistentd.

2) Suficienta. S presupunem c3d X e consistentd. Trebuie si ardtim cd
T e realizabily. Intrucit I e consistentd, potrivit teoremei lui Lindenbaum,
putem s3 o extindem la 0 mulfime I' maximal consistentd. Acum construim
un model M al lui I" si deci al lui Z. Fie M multimea literelor propozitionale
p € § care au proprietatea ¢ p € I'. Prin inductie, se aratd c3 pentru orice
propozitie @ -

(1) ¢ € T ddaci M I= o.
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Intr-adevir, prin definifie (i) are loc cdnd ¢ este literd propozitionald. Expresia
(4.9.5) punctul (a) garanteazd ci dacd (i) are loc pentru ¢ = W, atunci (i) va
avea loc i dacd ludm ¢ = (-y); punctul (b) garanteazd cd dacd (i) are loc
pentru @ = W §i pentru ¢ = ), atunci are loc §i pentru @ = (Y A ¥) — &
la fel pentru celelalte trei cazur. Din (i) decurge ci M este un model al lui
I, in simboluri M |= T; i cum £ < T, inseamnd cd M |= X. Agadar, X are
un model si este, deci, realizabild, g.e.d.

Acum putem introduce relatia semanticd X I= ¢, corespunzitoare relatiei
sintactice £ - @ (¢ este deductibild din X). Vom spune cd ¢ este o consecinid
a lui X, in simboluri X I= ¢, ddaci orice model al lui £ este §i model al
lui ¢. Raportul dintre relafiile de deductibilitate §i de consecini este dat de
urmitoarea teorema:

(4.12) £ I ¢ ddacd Z I= ¢.

Vom demonstra aceastd teoremd in paragraful urmitor, folosind teorema de
compactitate. Cititorul va putea si o demonstreze insd ca exercitiu chiar acum,
apeland la notiunile'deja introduse. S& not#m insd aici céteva consecinje imediate
ale teoremei (5. 12). Spunem c# ¢ este 0 consecinid a lui y ddac¥ orice model
al lui y este §i model al lui ¢, simbolic ¥y |= ¢. Se observd imediat c& definijia

_relafiei y |= @ se obline din cea a relagiei X I= ¢ punind Z = {y}. De asemenea,

spunem c3 doud propozifii ¢ §i y sunt semantic echivalente, in simboluri
¢ =| |= vy, ddacid au aceleagi modele. Este evident ci

¢ =| =y ddacd ¢ |= y si ¥y |= .

Pin (4.12) decurge cd

(4.13) v - ¢ ddacd vy |= ¢.

S4 demonstrim acum un corespondent semantic pentru teorema deductiei:

4.14) 2 v {0} = y ddacd Z |= (p = V)

Demonstratie:

1) Necesitatea. S& presupunem ci X |= (¢ — ). Fie un model M al
lui £ U {¢@}. Atunci M este §i un model al lui . Potrivit presupunerii, in
M este adevdratd propozigia (¢ — ). Dar, intrucit M este model al lui
¥ U {@}, inscamni ci ¢ estc adevirati in M. In consecin{d, y e adevidratd
in M, g.e.d.

2) Suficienta. Sd presupunem ci £ U {¢} |= y. Fie un model M al lui
L. Trebuie s ardtim cd M este un model §i pentru (¢ — ). Daci M nu este
model pentru (¢ — ), atunci M I= (- (¢ > y)), deci M 1= (¢ A (- ¥)).
Asadar, M este un model pentru ¢ §i este un model pentru (—). Fiind §i model
pentru @, M este un model pentru £ U {¢}. Atunci insd, conform presupunerii
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ficute, M este §i un model pentru y. Dar aceasta contrazice faptul ci

M = (), qed. .
Daci in (4.14) luim pe X ca multimea vidd, obfinem:

(4.15) ¢ |= y ddaci I= (¢ — V)~
si deci, din aceastd teoremd §i (4.13), decurge cd

(4.16) ¢ - vy ddacd I= (@ — V)
in sfarsit, finind cont de definifia relagiei de echivalenfd semanticd avem:

(4.17) ¢ este semantic echivalenti cu y (¢ =| |= y) ddacl |= (¢ & V).

§ 5. Teorema de compactitate

Teorema de compactitate este 0 proprietate remarcabild a logicii propozitiilor,
precum s§i a logicii de ordinul intdi a predicatelor. Ea este prima teoremd de
caracterizare a unor logici pe care o Intilnim. Compactitatea este o proprietate
pur semanticd, in sensul ci nu face apel la nici o notiune sintactici. Sensul
teoremei este urmitorul: problema pe care ne-o punem e aceea de a afla cand
este realizabild o mulfime Z de propozitii. Dacd X este finitd, rispunsul ¢ simplu:
fie Z = {¢,,.... ¢,}. Potrivit definifiei (2.2), conjunctia

(9, A (9, A(.A 9)..)
este 0 propozifie y. X este realizabild cind existd un model in care sunt adevdrate
toate elementele sale. Dar, potrivit definitiei (3.2), puntul (c), X este adeviratd
in M dac¥ propozifiile @,, ... ¢, sunt simultan adevdrate in M. Agadar, X este
realizabild dac¥ propozifia y (= conjuncfia tuturor propozifiilor din X) este
realizabild.

Daci insd mulfimea I este infinitd, nu mai putem proceda la fel, fiindca
nu putem construi 0 conjunctie infinitd. intr-adevir, potrivit lui (2.2), numai
siruri finite de simboluri ale lui Z({S) sunt propozijii. Teorema de compactitate
oferd insi aici un rispuns: si considerdm toate submultimile finite ale lui Z.
Dac3 X este infinitd, ea are desigur infinit de multe submulfimi §i are infinit
de multe submultimi infinite. Dar teorema de compactitate spune cd nu este
nevoie sd ludm in considerare decat submulfimile finite ale lui X pentru a determina
dac¥ aceasta este sau nu realizabild. S3 admitem acum c3fiecare astfel de submulfime
este realizabild, deci are un model. Desigur, doud submulfimi finite ale lui
¥ pot s3 aibd modele diferite, §i e posibil ca un model M si fie model pentru
unele, dar nu §i pentru alte submulfimi finite ale Iui X. Dar dac¥ fiecare submulfime
finitd a lui £ are un model al ei, atunci teorema de compactitate ne asiguri
cd existd §i un model pentru T ca intreg, deci cd §i T este realizabild.
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Vom spune ci o mulfime I este finit realizabild ddac¥ orice submuljime
finit4 a lui X este realizabild. Desigur, dac3 Z este finitd ea nu are dect submulfimi
finite gi deci ea este finit realizabild daci este realizabild. Teorema de compactitate
extinde accastd proprietate pentru orice mulfime X, finitd sau infinit}:

(6.1) Teorema de compactitate. ¥ este finit realizabild ddacd X este
rcalizabil4.

Demonstratie:

1) Necesitatea. Demonstrafia este triviald. Intr-adevir, daci X este reali-
zabild, fnscamni cli existd un model M in care sunt adevirate toate propozitiile
din X. Fie T o submul{ime finit4 a lui Z. Desigur, in M sunt adevirate toate
propozitiile din T, deci M I= T, adicd I" este realizabild.

2) Suficienta. S3 presupunem cd X este finit realizabild, dar £ nu este
realizabili. Atunci, potrivit teoremei generalizate a completitudinii ~ teorema
(4.11) - X este inconsistentd. Deci T - (y A (—v)). Existi prin urmare o deductie
Wy - W, alui (y A (-y)) din Z In care sunt folosite, aldturi de tautologii,
m propozitii din £ (m < n). Fie T" aceastd submulfime a lui X. Evident, T’
este finitd. Cum I' - (¢ A (1)), inseamnd c3 este inconsistentd. larigi potrivit
teorcmei generalizate a completitudinii, inseamnd cd I" nu este realizabild, si
deci 0 submulfime finitd a lui £ nu este realizabild, ceea ce incalcd supozitia
faculd, q.ed.

Acum este posibil si demonstrdim propozitia (4.12): £ - ¢ ddaci
Z I= ¢. Sd observim ¢ ducH X este inconsistentd, atunci potrivit teoremei generalizate
a completitudinii, ea nu este realizabild, deci nu are nici un model. Atunci
oricare ar fi propovzifia ¢, e adevirat cd ¥ = ¢ (cici aceastd relafie revine
la: oricarc ar fi modelul M, daci M |= X, atunci M |= ¢, iar antecedentul
implicatici e fals). Pe de altd parte, potrivit definifiei inconsisteniei, fntrucat
X e¢ inconsistentd, avem I - ¢, oricare ar fi propozitia ¢. Agadar in acest
caz teorema (4.12) este trivial adeviratd. S presupunem acum ci X este consistenti.

1) Necesitatea. S3 presupunem cd ¢ € o consecin{d a lui Z, dar cd ¢ nu
este deductibild din X. Atunci nu existd nici o deductie y, ... ¥, = ¢ a lui
¢ din Z. Cum in vy, .. y_apar un numir finit de propozifii din X — fie
I' mulfimea acestora — fnseamnd ci nu existi nici 0 submulfime finiti I" a
lui Z astfel incét I" - ¢. Aceasta inseamnd ci pentru fiecare astfel de muljime
I, muljimea I' U {(+)} nu este neconsistentd; altfel zis, I' U {(-@)} este
consistentd, oricare ar fi submultimea finitd I a lui Z. Potrivit teoremei generalizate
a complctitudinii, I’ U {-¢)} este realizabild, oricare ar fi submulfimea finit}
I" a lui Z. S4 observdm acum ci aceste mulfimi sunt submulfimile finite ale
mulfimii £ U {(-¢)}. Aplicind teorema de compactitate, inscamni ci mul{imea
Z U {-¢)} are un model M. Dar intrucét ¢ este 0 consecinid a lui Z, inseamni
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ci avem in acest caz M |= £ §i M |= ¢, ceea ce contrazice faptul ci M, fiind
un model pentru £ U {(<p)}, este un model §i pentru (—@).

2) Suficienja. S& presupunem cd X - ¢ si ¢ M este un model al lui Z.
in demonstratia teoremei (4.11), partea care viza necesitatea, am ardtat cd dacl
M = Z, atunci orice propozitie deductibild din X este adeviratd in M. Asadar,
M = ¢. Prin urmare, intrucdt M este oarecare, avem: orice model al lui Z
este un model al lui ¢, adicd Z i= ¢, g.e.d.

Alituri de teorema de compactitate, un al doilea rezultat fundamental in
logica propozitiilor este teorema lui Craig. Descoperitd in 1957, teorema este
cel mai recent §i, dupd unii autori, ultimul rezultat fundamental asupra logicii
propozigiilor. Teorema poate fi formulaté in doud variante, sintacticd §i semantici;
insi, {inind seami de teoremele de completitudine (in particular, de (4.13)),
cele doud variante sunt echivalente. S& notim de asemenea ci rezultatul lui
Craig poartd numele de teorema interpoldrii. intr-adevir, teorema arati ci, ori
de cite ori o propozifie ¢ implici o altd propozitie W, existd un interpolant,
adicd o a treia propozifie care se ageazd intre cele doud, intre antecedent gi
consecvent; existd deci un ¥, care e implicat de ¢, dar implicd pe x. Teorema
lui Craig arati care sunt condigiile indeplinite de aceastd noul propozitie X.

(5.2.1) Teorema de interpolare a lui Craig; varianta semanticd. Dacd
¢ |= w, atunci existd o propozifie x astfel incdt ¢ |= y si  |= v §i orice
literd propozifionald care apare in y dpare atdt in ¢ cdt §i in y.

(5.2.2) Teorema de interpolare a lui Craig; varianta sintacticd. Dacd
¢ |-y, atunci existd o propozifie y astfel incdt ¢ - §i x - y si orice literd
propozifionald care apare dn  apare atdt in ¢ céat i in .

Vom da demonstrafia pentru varianta semanticd (5.2.1). S¥ notdm cu
S, < S muljimealiterelor propozitionale care apar in ¢ si cu S, < S mulfimealliterelor
propozitionale care apar in v, evident, literele propozifionale care apar in x sunt
elemente ale mul{imii §, N §, € S. Mulfimile §, S,, S, N S, sunt desigur finite. S&
presupunem cd §, N S, are & elemente. S& ne amintim cd un model M este 0
submulfime alui S. Atunci modelul M*=M N (S, N S,) este tot 0 submul{ime a lui
S. Mai mult, intruc@t M N (S, N S,) € S, N S,, inseamnd ci M* este 0 submulfime
alui §, N S,.Cum S, NS, are kelemente, existd 2* snbmulfimi ale sale §i deci existd
2% modele de tip M*.

Fie acum p,, ..p, propozijiile din §, N S, si fie un model oarecare
M in care propozifia ¢ estc adevirati. S¥ construim o conjunciie de k
elemente X, = (68, A (8, ... A 0)...) astfel: dacd p_ (1 < m < k) apartine lui
M, awmnci 8 = p ; daci p ¢ M*, atunci 8 = (-p_). Acum construim pe
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x ca disjunctia tuturor propozigiilor .. Intrucét existd 2* modele M*, propozitia
¢ este adevirati in cel mult 2* modele M* gi deciin X =X, V X, V X5
X n <2k

Trebuie si ardtim cid @ |= % si X = V.

1) ¢ |= %, adic# pentru orice model M, ddacd M I= ¢, atunci M I= .
S4 admitem ci M este un model pentru ¢. S% aritim cd M esie un
model §i pentru x. Intr-adevir, intrucit M I= ¢, avem §i M* |= ¢. Awnci,
potrivit definifiei lui %, avem M* I= y. Dar urmitoarea lem3 poate fi probati
foarte ugor:

(5.3) Dacd M |= y si nici o literd propozifionald care apare in ¥ nu apartine
mulfimii 8", atunci M U §° |= ¥.

Pentru aceasta, folosim propozitia (3.4). Fie y astfel incét toate literele
propozitionale care apar in y se afld printre p,, ... p,. Sd presupunem cd valoarea lui
X pentru atribuirea a,, ... a, este . Construim acum un model M astfel: daci in
ay ...a,a, estet, atunci p; € M; dacd a, este S atunci p, ¢ M. Propozifia (4.8) ne
di M |= . Fie acum o mulfime §” de litere propozitionale p, s ... p,, ,, .- Care sunt
diferite de p,, ... p,. Construim atribuirea a, ... @, 4, , |, -.- 4, , ... Ei ii facem
s&-i corespundd un model M L §” astfel: dacd o < i < n, atunci p, e M U §” ddacd
p, € M, dacd i > n, atunci p, € M U §” ddaci g, esie ¢. Potrivit propozitiei (3.4),
valoarea lui ) pentru atribuirea g, ...a,, a_, ,... 4, ... este f; apelind din nou Ia
propozitia (3.8), obtinem M U §” I=y, q.e.d.

S4 observim acum ci mulfimea M — M* nu cuprinde nici o literd propozifional
care apare in 3. Asadar, putem folosi lema (5.3) pentru a obline M LU (M-M"*) I=x.
Dar, desigur, M U (M-M*) = M sideci M |=y, q.e.d.

2)x I=, adic3 pentru orice model M, dacd M I=x, atunci M |=y. Sdpresupunem
ci M este astfel incit M I= %. Atunci M* I= . Intr-adevir s observim ci, folosind
teoremele (3.4) §i (3.8), putem demonstra analog lui (5.3) c&:

(5. 4) Dacdi M U S” I= y si nici o literd propozifionald din ¥ nu apare
fn §°, atunci M I= ¥.

. (Exercifiu: plecind de la (5.3), s3 se demonstreze (5.4) cu ajutorul logicii
propozifiilor §i al definifiei (3.2) a modelului).

Daci in (5.4) ludm pe M inclus in mulfimea S, N §,, deci M va cuprinde
doar litere propozifionale care apar in %, atunci M* = M si (M L S)* = M.
Acum, dacd M* I= ¥, existd (conform constructiei lui %) un model M’ astfel
fncdt M™ = M* §i M” |= ¢. Putem, potrivit lemei (5.4), si-1 ludim pe M~ astfel
incat mulfimea M~ s& nu cuprindd decét litere propozifionale din S,, deci
M’ ¢ §,. Fie M” mulfimea literelor propozitionale din M care nu fac parte
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din S, (deci, care apar in y, dar nu §i In ¢). Atunci e indeplinitd condifia
din (5 3) si avem M~ U M |= ¢. Cum, prin ipotezd, @ |= Vv, fnseamnﬁ ca
vom avea de asemenea M* U M™ I= y.

S4 observim de asemenea ci mulfimea M~ L M™ cuprinde toate literele
propozitionale din S, care apartin lui M. Intr-adevir, cele care sunt comune
lui S, si S, apar in M* §i deci §i in M, iar cele care apariin numai lui S,
sunt cuprinse in M”". Fie §°° mulfimea literelor propozifionale din M" v M~
care nu fac parte din S, (deci nu apar in propozitia y). Atunci, aplicdnd lema
(5.4), obtinem:

M UM)-87 = w.

Si notim cu M”"* acest nou model (M" U M™)-S5". in sfarsit, sd construim
multimea literelor propozitionale din M care nu apar in M*"". Ele fie aparin
lui S|, fie nu apartin nici lui S, §i nici lui §,. S4 notdm cu M™*"" aceastd mulfime.
Evident, putem aplica acum lema (5.3) pentru a obtine

M” UM =y
Dar M”" U M”"" este exact mulfimea M, deci M |= y. Asadar, am ardtat
cd, pentru un model oarecare M, dacd acesta este un model al lui %, este §i
model al lui y. Deci x = y, qe.d.

in continuare vom introduce citeva nofiuni care, 1n cele ce urmeazd, vor
avea un rol remarcabil

S4 observdm ci fiecirei propozifii @ a lui L(S) putem face sd-i corespundd
o mulfime de modele unic determinatd: mulfimea ¢ a modelelor in care propozifia
¢ este adevdratd. Vom spune cd ¢ este judecata exprimatd de propozitia ¢.
Problema este ins3 urmitoarea: dacj fiecirei propozifii ii corespunde 0 mulfime
de modele (0 judecatd), este adevdrat §i invers, anume cd fiecdrei mulfimi de
modele i corespunde o propozitie, anume propozitia care are exact acele modele?
Rispunsul este negativ: existd mulfimi de modele care nu reprezintd mulfimea
modelelor unei propozitii. Intr-adevir, si considerim situagia ciAnd muljimea
S a literelor propozitionale are un numir infinit (numirabil) de elemente.
Atunci, potrivit definifiei propozitiilor, mulfimea acestora este tot infinit
numdrabild. Dar existd tot atdtea modele cdte submulfimi are mul{imea S. Si,
potrivit teoremei lui Cantor, mul{imea acestor submul{imi ale lui S este infinit
nenumdrabild. Aceasta inseamnd, pur §i simplu, cd mulfimile de modele sunt
»mai multe” decét propozitiile §i, deci, nu putem si atagidm fiecirei mul{imi
de modele o propozifie a lui L(S), astfel incit unor mul{imi diferite si le atagim
propozitii diferite.

Vom spune ci o mulfime de modele este elementard ddaci existi o propozitie
¢ astfel incdt X este mulfimea modelelor lui ¢, in simboluri: M |= ¢ ddacd
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M e X. In general, vom spune ci X este elementard in sens larg ddaci
existd o mulfime X de propozifii astfel incat X este mulfimea modelelor lui
Z. in simboluri, .

M |= X ddaci M ¢ X.

In cele ce urmeazi vom mentiona céteva aplicifii ale teoremelor de com-
pletitudine §i compactitate. Vom introduce notiunea formald de teorie §i vom
defini citeva dintre tris#turile logice ale teoriilor.

O teorie (In L(S)) este o mulfime X de propozitii (ale lui L(S)). O teorie
este inchisd in raport cu relagia de implicatie logicd ddacd ea confine orice
propozitie pe care o implici. Sintactic, aceasta revine la a spune cd o teorie
este inchisd ddacd ea contine orice propozitic deductibild din ea; in simboluri,
¥ este inchisd ddaci din £ - ¢ decurge cd ¢ € ZX.

(5.5) Fie X o teorie inchisd. Atunci propozijia ¢ apargine lui £ ddaci ¢
este o consecinid a lui X, in simboluri: ¢ € X ddaci Z |= ¢ '

Demonstratie. Mai intai sd presupunem cd ¢ € Z. Atunci ¢ este evident
o consecingd a lui £ : £ |= ¢. S3 presupunem acum c3 ¢ esie o0 consecinjd
a lui Z. Potrivit teoremei (4.12), rezultd cd ¢ este deductibild din ¥ §i deci,
din definifia teoriei inchise, ¢ € Z.

in cele ce urmeazi vom presupune ci toate teoriile sunt inchise.

(5.6) O teorie X este contradictorie ddacd ca cuprinde orice propozifie.

De aici se obfine imediat: 0 teorie este consistentd ddacid nu este con-
tradictorie. Aplicand teorema de completitudine, obf{inem: o teorie este consistenti
ddaci are un model.

Vom analiza doud proprietdfi mai importante ale teoriilor: axiomatizabi-
litatea §i completitudinea. S& Incepem cu a doua.

O teorie ;X este completd ddacd oricare ar fi propozifia @, sau X |= @
sau X I= (- ), nu insd ambele. Este evident c# potrivit acestei definitii, orice
teorie completii este necontradictorie. Intr-adevir, daci T ar fi contradictorie,
atunci am avea X |- (¢ A (— @) si deci Z | ¢ si Z - (- ¢). Aplicand teorema
4.12), Qb;inem; 2= ¢siZ = (—p), ceea ce intrd in contradictie cu definifia
teoriei complete.

Teoriile complete pot fi caracterizate atdt in termeni sintactici, cit §i in
termem}semantlm Teorema care urmeazd expliciteazd acest lucru: condifia (b)
este sintacticd, iar (c) este semanticd. Cum se va vedea usor, pentru a demonstra
accastd teoremd teoremele de completitudine sunt esenfiale.

(5.7)-Urmdtoarele conditii sunt echivalente:
a) X-este o teorie completd.
b) Multimea propozifiilor deductibile din £ este maximal consistenti.

”
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¢) I este exact un model.

Pentru a demonstra pe (5.7), artdm cd (a) implicd (b), (b) implicd (c), iar
(c) implicd (a). Decurge de aici cd cele trei condifii sunt echivalente.

S4 presupunem mai intdi cd X este completd. Potrivit teoremei (4.12), oricare
ar fi propozifia @, X - ¢ sau X  (— ¢), dar nu §i ambele. Fie I' muljimea
propozitiilor deductibile din X. Evident, I" este 0 teorie consistentd. S3 aritim
cd I' estc maximald. Vom admite c3 existd o altd mul{ime consistentd I'", care
cuprinde pe T'. Fie ¢ € I'. Cum T estec consistentd, nu avem (- ¢) € T.
Dar, cum pentru orice ¢, £ - ¢ sau Z |- (- @) inscamnd cd ¢ € I sau
(- @) € T. Insa nu e posibil ca (— ¢) si apargini lui I, cici atunci, deoarece
I' € inclus*in T, ar trebui sd avem s§i (— @) € T, ceea cc am vizut ci nu
e cazul. Asadar, ¢ € I"gi deci I' = I'", ceea ce probeazii ci ' este maximald.

S4 presupunem acum cd I este 0 mul{ime maximal consistentd §i sd ardtdm
c% T are exact un model. Intr-adevir, daci M |= Z, atunci M |= T. Daci existd
si un alt model M~ al lui X, atunci de asemenea M~ |= T. Presupunem cd
M este diferit de M, atunci existd o propozitic ¢ astfel incit M este un model
pentru @, deci M I= ¢, dar @ este fals# in M", deci M~ |= (- ¢). Dar I' fiind
maximal consistents, fie ¢ € T, fie (~ ¢) € I'. De pild4, in primul caz, cum
M’ 1= T, avem M’ I= ¢. ins acest fapt contrazice pe M I= (- ). lar daci
(~¢) € T, atunci vom avea M I= (- @), ceea ce iardgi nu este posibil.

In sfarsit, trebuic aritat ci daci T are exact un model, atunci este completi.
Demonstragia o 1ds¥m ca exercifiu.

Vom trece acum la problema axiomatizabilitifii teoriilor. Spunem cd o
mulfime A de propozitii este o muljime de axiome pentru o teorie X ddacd
Asi T au aceleagi consecinje. Aplicand teoreme de completitudine (5.12), objinem
imediat urmitoarea caracterizare alternativi:

(5.8) Aeste 0 multime de axiome pentru teoria X ddac3 din A sunt deductibile
aceleasi propozifii ca din X, in simboluri A - ¢ ddacd X + ¢. -

Lui (5.8) i se poate atagsa un corespondent semantic:

(5.9) A este 0 muljime de axiome pentru teoria X ddacd A §i Z au aceleasi
modele.

Demonstratie: 1) Necesitatea. S3 presupunem cd X §i A au aceleagi modele.
Fie o consecingi ¢ a lui X :  |I= ¢; deci, pentru orice model M, dacdi M
este un model al lui X, atunci M este un model al lui ¢, in simboluri: daci
M 1= X, awnci M I= ¢. Dar, conform supozifiei, pentru orice model M,
M I= X ddaci M |= A. Deci, pentru orice model M, dacd M I= A, atunci
M 1= @, adici A I= ¢. Analog, se demonstreazd cd dacd ¢ € 0 consecinid a
lui A, atunci ¢ e consecintd a lui X. Asadar, A §i £ au aceleagi consecinge.
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2) Suficienta. Fie A o multime de axiome pentru X §i si presupunem
ci existd un model M astfel inclt M I= Z, dar nu este adevirat ci M 1= A,
Accasta inseamnd c¥ existd o propozitie @ din A astfel inclt nu e adevirat
ci M I= @, deci M I= (—9). Dar, dacd ¢ apartine lui A, atunci evident
A - o si, conform teoremei de completitudine, A |= @. insa cum A estc 0
multime de axiome pentru Z, inscamnd ci X |= ¢. Adic4, oricare ar fi modelul
M al lui %, avem M |= @. Or, am admis mai devreme ci existi un model
M al lui £ pentru care M = (—@) ccea ce duce la constradictie, g.e.d.

Desigur cd o muljime de axiome pentru o teorie X este, potrivit definitiei
de mai sus, X insisi. De obicei, noi ciutim si gdsim insd mulfimi de axiome
cu mai pujine elemente decit Z, eventual mulfimi finite de axiome. Vom spune
ci o teorie & este finit axiomatizabild ddacd ea are o muljime finit4 de axiome.
Si observim cd dacd A este 0 mulfime finitd de axiome pentru Z, atunci putem
forma conjunctia tuturor propozifiilor din A. Ca urmare, aceasta unic3 propozitie
formeazi o mulfime de axiome pentru X si, deci, avem: |

(5.10) O teorie X este finit axiomatizabild ddacd are o singurd axiomi.

Un rezultat mai pufin trivial este urmdtorul:

(5.11) Fie X, si Z, doud teorii, astfel incat mulfimea modelelor lui Z,
estc complementara mulfimii modelelor lui X,. Atunci atdt X, cit §i X, sunt
finit axiomatizabile.

Demonstratie. Cele doud tcorii indeplinesc condifia: dacd M 1= I, atunci
nu ¢ adevdrat cd M |= X,; §i dacd nu e adevidrat cd M 1= X, atunci M = x,.
Nu existd agadar un model comun celor dou# teorii, ceea ce inseamni c3 teoria
Z, v %, nu este realizabild. Conform teoremei de compactitate, £, U I, nu
este nici finit realizabild. Putem alege deci nigte mulfimi finite A, ¢ Z, §i
A, ¢ %, astfel incit A, U A, s& nu fie realizabild. Fie acum un model M
al lui L(S). Dacd M I= A, inseamn2 c& M nu este model pentru A, si prin
urmare M nu este model pentru Z,. Dar atunci M este un model al lui X,
adicdi M = X,. Pe de altd parte, evident cd dacd M” e un model pentru X,
atunci M~ este model pentru A,. Decurge de aici cd Z, §i A, au aceleagi modele
si, prin intermediul lui (5.9), cd A, este 0 muljime finitd de axiome pentru
Z. La fel se aratd c& A, este o muljime finitd de axiome pentru Z,, q.e.d.

In demonstrarea lui (5.11) am folosit teorema de compactitate. Ea va interveni
de ascmenea §i in demonstrarea urmitoarelor doud teoreme (5.12) si (5.13).
Aceste teoreme stabilesc legdturi intre relatii semantice — anume, relatii intre
modele -- $i proprietd(i sintactice ale propozitiilor. S& fncepem prin a defini
doud astfel de proprietdfi sintactice:

-
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1) O propozitie @ este pozitivd ddaci ea e construitd din litere propozitionale
folosind doar disjunctia §i conjunctia. De exemplu, propozitia (p A ((gv r) A p))
este pozitivi, in imp ce (—p) si (p « ¢) nu sunt pozitive.

2) O propozitie ¢ este conditionald ddacd ea este o conjunctie (@, A (...
¢,)...), iar fiecare @, este sau o literd propozifionald, sau o implicatie de forma
@, = @, = (.- p).) oide foma p, - P, = (.. > -p).)

Semantic, sd formulim urmdtoarele definitii: ‘

1) O teorie X este crescdtoare ddacd ori de cite ori M 1= Z i M < M’,
atunci M’ = Z.

2) O teorie X este inchisd fatd de intersectii ddaci ori de céte ori
Ml=X¢i M I=Z atunci, M " M~ |= Z.

Asadar, o teorie este crescitoare cind este adeviratd in toate modelele care
cuprind un model in care ea e adeviratd; si e Inchisd fagd de intersecfii ddacd
¢ adeviratyd in modelul intersectie a doud modele in care e adeviratd.

Teoremele care urmeazi leagi intre ele aceste notiuni sintactice §i semantice:

(5.12) O teorie consistentd T este crescitoare ddac¥ are o mulfime de axiome
pozitive, ¢

(5.13) O teoric £ e inchisd fz2fi de intersectii ddacd are o mulfime de
axiome condi}ionale.

Vom dcmonstra doar propozifia (5.12).

1) Necesitatea. S3 presupunem cd Z este consistentd §i ci are 0 mulfime
A de axiome pozitive. Fie un model M al Iui X. Atunci M este un model
si pentru A, potrivit teoremei (5.9). Fie un model M~ astfel incdt M ¢ M".
S& ardtdm c¥ orice propozifie ¢ pozitivd dacd e adevidratd in M, atunci este
adeviratd si in M’. Demonstraia se face prin inducfie asupra structurii lui @.
Mai intdi, daci ¢ este o lilerd propozitionald, iar M I= ¢, inseamnd c3d
¢ € M sideci ¢ € M7, adicd M~ |= ¢. S¥ presupunem acum cd pentru propo-
zitiile y, si y, aceastd proprictate ¢ satisfdcutd. S3 ardtdm cd va fi satisfacutd
si pentru @ I= (y, v y,) si pentru @ = (y, A y,). In primul caz, ddac¥
M I= ¢, atunci M |= y, sau M |= y,. Ca urmare, M’ |= y, sau M’ |= y,,
ceea ce A(pom'vit definifiei modelului) implicd M~ I= (y, v vy,), adicd
M’ I= ¢. In al doilea caz, dacd M I= ¢, amnci M |= y, si M |= y,. Asadar,
prin inducfie M" I= y, §i M’ |= y,, si deci M |I= (y, A v,), adicd
M = ¢, qe.d.

Dar orice propozitie dir A este pozitivd §i, in plus, e adevdratd in M.
Atunci M~ |= @ pentru orice propozifie ¢ din A, adici M’ |= Z. Ins3, conform
lui (5.9), orice model al lui A este model si al lui X, deci M” ¢ model al
lui £ — si deci aceastd teorie este crescitoare.
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2) Suficiena. Si presupunem cd Z este o teorie consistentd §i crescitoare.
Fie A muljimea tuturor consecingelor ei pozitive. Vom ardta ci A are aceleasi
modele ca §i Z si, deci, cd este 0 mulfime de axiome pozitive pentru A.

a) Orice model al lui Z este §i model al lui A. Acest fapt este trivial
adevirat, propozitiile din A fiind consecinje ale lui Z.

b) Orice model al lui A este §si model al lui . Fie deci M” un model
al lui A si fie I’ mulfimea propozitiilor (— @) astfel incat ¢ este pozitivd gi
M’ = (- @). Sd ludm n propozifii (- @,), ... (= @,) din A. Atunci putem construi
propozitia :

vy =(p, v{(p, ... vV Q).)

Dar ¢ nu e adevdratd in M°. Prin urmare, ¥ nu apartine lui A §i deci
nu este o consecinid a lui X. Ca urmare, mulfimea Z U {(- ¢), ... (- ¢)}
cste realizabild. Atunci ea este, conform teoremei de compactitate, finit realizabili.
Inst mulfimea {(~ @), .. (~ ¢)} este 0 submulfime oarecare finitd a lui T
Asadar, Z U T este finit realizabild. Prin teorema de compactitate, ea este
realizabild. Fie M un model al ei. in M este falsi orice propozijie pozitivi
care este falsd in M”. Adic3, dacd ¢ este o propozifie pozitivd §i nu e adevirat
cd M’ |= ¢, atunci nu e adevidrat cd M" I= ¢. Ceea ce e tot una cu a spune
cd dacd M" I= ¢, atunci M”" I= ¢, pentru orice propozifie pozitivd ¢.

Si aratim acum ci M ¢ M’ intr-adevir, si ne amintim c¥ literele
propozifionale sunt propozifii pozitive. Atunci, dacd ¢ este o literd propozijionald
si M I= ¢, avem ¢ € M. Dar avem §i M" |I= ¢, deci ¢ € M. Asadar,
M < M". Insi X este o teorie crescitoare, deci M I= Z. Astfel, presupunind
¢d M” ¢ un model al lui A, am ardtat c3 este §i model al lui Z, g.e.d.

%
Ak %

In paragrafele anterioare am formulat teoria modelelor pentru logica
propozifiilor. Aceastd teorie logici este foarte simpld, in comparaie cu, de exemplu,
teoria modelelor pentru logica predicatelor. Dar ea permite si formulim unele
teoreme precum cea de completitudine, cea de compactitate sau a lui Craig
care — dupd cum vom vedea — au un rol foarte important in cercetarea diverselor
logici.

§ 6. Exercitii

1. Formalizafi urmitoarele expresii in logica propozitiilor. De fiecare dati
incercafi sd pdstrafi cit mai mult structura inifiald a acestor expresii, §i dati
fntotdeauna cheia notatiilor folosite.

-
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a) Masina nu face mult zgomot, dar consumd foarte multi energie.

b) Nu-i adevirat ci va veni la petrecere §i Ion, dacd vine Maria.

c) Aceastd scrisoare nu a fost scrisi nici cu stiloul §i nici cu creionul.

d) Nu-i adevirat ci sarbii sunt vinovati, iar croafii nu.

e) Nimeni nu a ris sau aplaudat.

f) Cu voia Domnului, va fi pace.

g) Daci atdt mama cét gi tata ies la plimbare, voi merge si eu, dar voi
merge chiar daci numai mama iese sd se plimbe.

h) Nu cred ci aceasta a fost inten{ia ta, dar dacd e asa, nu sunt de acord
cu tine.

i) Dacd in timpul ploii e soare, atunci va apare curcubeul.

2. Sunt valide urmitoarele rajionamente?

a) Daci el se inscrie in concurs §i va alerga cét poate de repede, atunci,
chiar daci nu va iesi pe primul loc, va obtine totusi un record personal; dar
daci nu va alerga cit poate de repede, nu va obtine un record personal. Prin
urmare, daci se va inscrie in concurs insd nu va obtine un record personal,
inseamn3 ci nu a alergat cét se poate de repede.

b) E fals ci, daci ag avea diabet, lucrul acesta m-ar face fcnc1t Asadar,
am diabet.

¢) Daci Dumnezeu nu poate preveni rdul, inseamni cid nu e atotputernic.
Iar daci il poate preveni, insd nu o face, Inseamni ci nu este pe deplin bun.
Or, Dumnezeu e atit atotputernic, cit §i pe deplin bun. Prin urmare, rdul nu
existd.

3. Fie ummitoarele doud propozitii:

a) Nu voi intdrzia de la intilnire dacd nu voi avea vreo sedinjd iar tramvaiul
va veni la timp.

b) Nu voi intdrzia de la intilnire numai daci nu voi avea vreo gedingd,
iar tramvaiul va veni la timp. )

Ardtafi care dintre ele decurge logic din propozifia:

Daci voi intdrzia, inseamn3 ci voi avea o sedingi sau cel putin ¢i tramvaiul
nu va veni la timp.

4. Trei indivizi, A, B si C, sunt cercetafi in legiturd cu comiterea unei
infractiuni, Ei declari urmitoarele: '

a) A: B este vinovat, dar C este nevinovat.

b) B: Dacd A este vinovat, atunci §i C este vinovat.

¢) C: Eu nu sunt vinovat, dar cel putin unul din ceilalfi doi e vinovat.

Incercati si determinafi:

a) dacd cele trei declarafii pot fi adevirate impreund;

b) dacd nu cumva una din cele trei declarafii decurge logic din alta;
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c) care dintre cele trei declaratii e mincinoas3, dac toli trei suspectii sunt
vinovati;

d) care dintre cei trei suspecli este vinovat, dacl toate cele trei declaratii
sunt adevirate.

5. Ardtai ci urmitoarele expresii sunt valide:

a) ¢ > ¢ (legea identitdtii)

b) - ¢ — (¢ — y) (din fals decurge orice)

c) ¢ > (y — ¢) (adevirul decurge din orice)

d) (¢ = v) o @) = ¢ (legea lui Peirce)

&) — (0 AVY) & (— 9 Vv — y) (legea lui de Morgan)

D@>WV (V-0

6. Demonstrafi expresiile de mai sus in sistemul axiomatic (Z, R).

7. Aritati ci doud propozigii, ¢ si W, sunt logic echivalente dacd ¢i numai
dacy ele au aceeagi valoare de adevlr in orice model.

8. O muliime K de conective logice se numeste completd daca se poate
ariita cd orice formuld ¢ este logic echivalentd cu o formuld y in care nu apar
decdt conectivele logice din K. Aritai c¢d ummitoarele muliimi de conective
logice sunt complete:

a) -, v,
b) - v
c) -
d - -
e / :
Conectivul logic ,/ “ se definegte cu ajutorul urmitorului tabel de adevir.
PV | oly
TT F
TF F
FT F
F F T

9. Un conectiv logic binar f se numegte conservativ daci f. (¢, ) =
=f(0, ¢ A Y)

Determinafi care sunt conectivele logice conservative.

10. O propozifie ¢ este strict realizabild dacd §i numai dacy atdt ¢ cat
§i negatia ei sunt realizabile. Aritaji ci ¢ este strict realizabild dac3 §i numai
dacd — ¢ este strict realizabild.

11. Demonstrafi urm#toarele afirmatii:

a) Dacd ¢ — vy este nerealizabild, atunci ¢ este validd §i y este nerea-
lizabil;
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b) ® A y este validd daci si numai dacd atit ¢ cét si y sunt tautologii.
12. Dati un exemplu de propozifie care nu satisface urmitoarca conditie:
Daci ¢ v wy este validd, atunci ¢ este validd sau y este validd.

13. Se numcste judecata corespunzitoare unci propozifii ¢ mul{imea @

a modelelor in care ¢ este adevirati.
" a) si s¢ determine judecata corespunzdtoare unei propozitii valide;

b) si se determine judccata corespunzitoare unei propozitii nerealizabile.

14. Date fiind judeciiile @ i ‘¥ corespunziitoare propozitiilor @, respectiv
vy, si se determine judecdiile corespunzdtoare propozitiilor:

a) - ¢

b) ¢ Ay

Oevy

15. S se arate ¢l structura: < J, <, N, U > unde J este mul{imea judecitilor
corespunziitoare propozitiilor unui limbaj L(S), iar c, N, U sunt complementara,
intersecfia i rcuniunca de mullimi, este o algebrd boolcand.

16. Cate propozilii arc limbajul L(S) atunci cind S este:

a) finit;

b) infinitd numirabill;

¢) infinitd nenumirabild?

17. S se demonstreze propozitiile:

a) (2.4)

b) (2.5)

¢) (2.6)

18. Céie modele are un sistem formal L(S)? (sd se cerceteze cazurile cind
S estc a) finitd; b) infinitd numirabils).

19. Si se arate ci o propozifie ¢ este realizabild ddacd — ¢ nu este valida.

20. S se arate ¢ dacd propozitia ¢ este realizabild gi L(S) este numirabild,
atunci multimea modelelor lui ¢ este ncnumadrabild.

21. S& se completeze definifia (3.3) a valori lui ¢ pentru atribuirea
a, .. a, in cazul conectivelor logice v, =, .

22. S¥ se arate cd:

a) dacd @ este demonstrabild in sistemul axiomatic (X, R), atunci pentru
orice atribuire g, ... a_, valoarea lui ¢ este .

b) dacd valoarca lui ¢ pentru orice atribuire a;, ... @, este t, atunci ¢
este demonstrabild in sistemul (X, R).

23. Si se demonstreze ci ¢ ¢ ddaci ¢ este tautologice.
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24. S3i se demonstreze propozifia (4.9.5), punciele (b) — (e).

25. Si se demonstreze propozifia (5.4).

26. S3 se arate ci nici o mullime de modele cu un singur element nu
este clementard.

27. S# se arate ¢ muljimile de modele cu un singur element sunt elementare
fn scns larg.

28. Si se arate cd toale mulfimile finite de modele sunt elementare in
sens larg.

29. S3 se¢ dea un exemplu de mulfime de modele care si fie infinitd §i
sd nu fie elementard in scns larg.

30. S& se arate cd daci o multime ¥ de propozitii are exact un model,
atunci este completd.

31. S4 se demonstreze propozifia (5.1.3).

32. Demonstrali, cu ajutorul teoremei lui Craig, cd dacd propozifiile ¢
§i W nu au nici o literd propozifionald in comun, atunci ¢ v y este validi
dacd i numai dacd ¢ este validi sau y este validi.




Capitolul II
PROPOZITI SI JUDECATI

§ 7. Propozitiile ca purtitori ai adevarului

Vom aborda, in acest paragraf, mai in detaliu, o distincfie propusd in
§ 5: cea dintre propozifii §i judecaf.

In capitolul I, pentru‘a construi semantica, am acceptat — firi insi a gi
justifica aceasti alegere —c2 predicatul ,,adevirat” se aplici propozitiilor; propozitiile
sunt purtitorii adevirului. Potrivit definifiei (3.2), fiind dat un model M, predicatul
»adevirat" urmeazi si fie aplicat propozitiilor; nici o alti entitate nu este adecvaud
fn acelasi scop. Propozitiile sunt constructe lingviste: ele sunt fie membri ai
lui S, fie constructe realizate prin aplicarea (de un numir finit de ori) a operatiilor
logice asupra unor propozifii mai simple (cf. (2.2)).

S% incercim s# privim aceasti chestiune intr-o manierd ceva mai generald.
Ne vom raporta mai intéi la propozitiile din /imba naturald, iar apoi vom incerca
si vedem ce putem reda din distinctiile ficute, fn raport cu un limbaj formai
(prezentat atit sintactic, cit §i semantic), precum este L(S).

Fie propozifia:

(7.1) Usa este inchisi.

Ea este un contruct lingvistic: un gir format din trei cuvinte ale limbii
roméne — ,usa“, ,este" §i JInchisi“. S% luim alte doul. propozifii:

(7.2) Ion este a treia persoand de pe listid.

(7.3) Usa este inchisd.

Ceea ce frapeazi cu aceste doud noi exemple e ci, de fapt, (7.3) e aceeagi
propozifie cu (7.1) si, deci, nu e o propozitie noud. Totusi, intr-un sens € vorba
de dou3 propoziii: una notati cu ,,(7.1)*, alta notata ,,(7.3)“. insi, se va rispunde,
e vorba de aceeagi propozifie, fiindci ele se compun din aceleasi trei cuvinte:
»uga®, ,.este si ,,inchisi". Or, se va putea observa din nou ci, de pildi, cuvintul
,»uga®, care apare in (7.1) e totugi altul dect cuvéntul ,,usa‘** care apare in

.
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(7.3); cd e asa se vede imediat ce notdim cd al doilea cuvant e scris céteva
rAnduri mai jos decét primul.

Dificultatea se poate rezolva simplu, desebind intre 1) un semn-gen si
2) un semn-individual. Astfel avem cuvintul-gen: ,,uga" si cuvintele-individuale
»uga*, care apare in (7.1), §i ,,usa®, care apare in (7.3); in mod analog, avem
propozitia-gen ,,Usa este deschisd“ §i propozitiile-individuale (7.1) §i (7.3). Distincfia
aceasta vine de la C. S. Peirce: dupd el, pronunfarea §i scrierea unui cuvint
sau unei propozitii sunt semne-individuale (zokens) ale expresiei lingvistice avute
fn vedere; iar aceastd expresie lingvisticd este de semnul—gen (type) al acelei
pronuniiri ori scrieri ale acelei expresii. Tot aga, In limbajul nostru formal
L(S), daci.scriem expresia:

THD @A@YV Q-1
in accasta avem dou aparifii ale propozifiei-gen p — deci doud propoum-mdmduale
de gen p. De asemenea, (7.4) si

A5 @vvg—>r)
sunt dou# propozitii-individuale de acelasi gen. In cele ce utmeazi voi scrie
simplu ,,propozitie” pentru ,,propozitie-gen®; in acest sens, de altfel, am folosit
acest cuvint §i p&nd in prezent. Asadar, o propozifie este un universal: un
sir repetabil de sunctc sau inscriptii grafice.

Putem acum s reformulidm punctul de vedere adoptat In paragrafele anterioare,
pe baza lui (3.2); adevdrul este o proprietate a propozifiilor-gen, sau - mai
simplu zis — a propozitiilor. Or, cel puiin atunci cdnd avem in minte propozijiile
dintr-o limbd naturald — din limba romdni, in particular — se vede cu usurin{
ci o asemenea alegere nu merge pe deplin bine. Intr-adevir, propozifia ,,Usa
este inchisd™ este adcvdratd pentru un om care, s zicem, priveste la o ugd inchisi
si foloseste aceastd propozifie pentru a spune ceva despre usa pe care o privegte,
dar poate desigur si fic fals¥ pentru altcineva. Insi nu putem si admitem ci
una §i acecasi propozilic cste atit adeviratd cit §i falsi.

Doud solufii ale acestei dificultdfi sunt imediate:

1) S& se presupuni cd purtiitorii adevidrului nu sunt propozitiile, ci propozitiile-
individuale; adevidrul nu e o proprietate a propoziliei ,,Usa este inchisi“, ci,
de exemplu, ale lui (7.1) si (7.3). Ei i se pot aduce mai multe obiectii:

a) O propozijie poate si fie pronuntati ori scrisi o dati, de mai multe
ori, sau niciodatd. Existen{a ei nu este compromisa de faptul c3, si zicem, nimeni
nu a pronuniat-o ori a scris-o vreodatd (deci, de faptul ci nu existi nici o
proporitie-individuald de genul ei). Acum, si presupunem o situaie in care
un om priveste 0 ugi inchisd, dar nu pronuntd ori scrie o propozitie-individuald
,Usa este inchisi*. In acest caz nu exist4 nici o entitate — o propozitie-individual
— despre care s putem afirma cid este adevirati sau fals¥; Ins3 noi vrem totugi
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sd spunem cd acea ugl, pe care O priveste acel om, este inchisd: vrem totusi
si spunem ci, in acea situatie, propozitia ,,Usa este inchisd“ e adevirati. Asadar,
trebuie sd se dea seamd de cazurile cand propozifia nu e pronunjatd ori scrisd
de omul respectiv, la momentul respectiv (Quine).

b) S4 presupunem cd propozitia ,,Usa este inchisd* este pronuntatd atunci
si numai atunci cind e pronunfatd propozifia ,,Afard ploud“ gi c#, mai mult,
propozitiile-individuale de primul gen sunt adevérate atunci §i numai atunci
cand sunt adevirate propozitiile-individuale de al doilea gen. In acest caz, nu
am avea cum si deosebim intre cele doud genuri de propozifii-individuale.

¢) Tot asa, nu am avea cum si deosebim intre propozifiile care nu ar
fi pronuntate niciodatd (Quine).

2) O a doua solugie, propusi de Quine, e aceea de a lua ca purtitori ai
adevdrului propozifiile eteme. Am vizut cd o propozitie-gen precum ,,Usa esie
inchisi* poate spune, in contexte diferite, lucruri diferite. Contextul este cel

care selecteazd despre ce usi este pronunjatd propozitia si cind e aceea inchisd;
agadar, contextul vizeazi: a) locul; b) timpul. Doud propozitii-individuale, de
acelasi gen, dar pronuntate relativ la contexte diferite, pot sd aibd évalori de
adevir diferite; dar dacd sunt pronuntate relativ la acelasi context, ele vor avea
aceeasi valoare de adevir. Quine propune ca, ori de cite ori avem O propozilie
§i un context, si producem 0 noud propozilie, in care e incorporat contextul.
De pild4, plecdnd de la propozitia ,,Usa este inchisd‘, se construieste propozitia:

(7.6). Usa aflatd in locul a este inchisd pe momentul 2.

Propozitia (7.6), spre deosebire de propozitia ,,Usa este fnchisi, are
urmdtoarea trisdturd caracteristicd: valoarea ei de adevdr rdméne neschimbati,
oricare ar fi timpul la care a fost pronuntatd §i oricare ar fi persoana care
0 pronuntd. O propozifie care posedd aceastd trisiturd este numiti de Quine
propozitie eternd. Quine propune si ludm astfel de propozitii ca purtdtori -ai
adevdrului.

Quine considerd ci strategia sa 1) este fezabild; §i 2) are multiple avantaje.
Mai int4i, el considerd cd ori de cite ori avem 0O propozifie pe care vrem 3
o tratdm ca avind inteles, putem sd construim O propozifie-eternd care si fi
corespundd; de asemenea, intotdeauna putem identifica contextul care ne permite
acest lucru*. Avantajele acestei proceduri sunt urmitoarele:

a) Purtditorii adevdrului sunt recunoscugi ca fiind obiecte materiale pe care
le putem manevra intr-un mod riguros.

* In Word and Object, § 45, Quine menfioneaz¥ totusi dificultifile ce apar pe acest drum odat¥
ce avem in vedere atitudinile propozitionale (de forma: eu cred ci uga este inchisi).
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b) Nu e nevoic si se considere ci o propozifie i§i schimbd valoarea de
adevir. Dac3 cincva spune — plecind de la anumite date disponibile — cd o
propozifie etemd ¢ adeviratd, dar — cind alte date i vin la indeménd — spune
ci aceasta e falsi, ceea ce s¢ intdmpld nu e schimbarea valorii de adevir a
propozitiei, c¢i schimbarea atitudinii sale fajd de ea, in lumina noilor date.

¢) Propozitiile eterne nu sunt foarte pujin rispindite, cum s-ar parea. Apelul
la ele se bazeazd deci pe o procedurd destul de utilizatd. Astfel, propozifiile
teoretice din matematici si din alte stiinje sunt eterne; datele empirice, prediciile
referitoare la evenimente singulare sunt tot propozifii eterne (data, impul, locul,
persoancle implicate sunt indicate fntr-un mod obiectiv — §i nu sunt ldsate si
varieze, prin folosirea unor descripfii incomplete, a unor cuvinte precum ,,aici",
»acum’ etc., ori a unor prenume ale persoanclor).

Cu toate acestea, strategia lui Quine Intdmpind clteva dificultdfi grave:

a) Distinctia dintre propozifiile eteme i cele care nu sunt astfel e greu
de ficut ficind apel la forma lingvistic3 §i chiar logic3 a propozitiilor. De pild4,
fie propozifia

(7.7) Pimantul e a treia planetd de la Soare.

Datd fiind stabilitatea sistemului nostru solar, aceastd propozifie exprimi
o propozitie a cirei valoare de adevdr nu se schimbi de la o generatie la alta
si nici relativ la persoane diferite si poate fi, deci, consideratd o propozitie
eternd. Dar si luim propozifia

(7.2) lon este a treia persoand de pe listd.

Forma lui (7.7) e (cel putin aparent) aceeasi cu a lui (7.2). Si totusi, este
evident ci (7.2) nu e o propozijie eteni: valoarea ei de adevir se schimbi
in functie de circumstangele in care e pronunjatd. Care este acel Ion despre
care se vorbeste, si care e lista cu pricina? Apoi, dacd lon este un om norocos,
s-ar putea ca in timp s3 avanseze pe listd etc. Asadar, nu putem deosebi propozitiile
eterme pe baza formei lor.

b) Apelul la propozitii eterne este de bunid scamd convenabil atunci cind
avem a face cu propozitii din gtiinjele teoretice; dar, atunci cand in propozifiile
noastre apar expresii precum ,,aici*, ,, acum®, ,,eu, ,,acesta” ¢ greu s le abandonim
in favoarea unor propoziii eterne. Quine sugercazi urmitoarea procedurd: plecand
de la propozifia

(7.8) Acum este senin in Bucuresti,
si se inlocuiascd expresia ,,acum* cu o descricre obiectivd a momentului. Bunfoar3,
din (7.8) am obtine propozijia etemni:

(7.9) In ziua de 26 februarie 1994 ora 12 este senin fn Bucuresti.

Problema este cd (7.8) nu spune acelasi lucru. Ci este aga se vede imediat
ce ludm propozijia:
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(7.10) Fiul meu stie ci acum este senin in Bucuresti.

Daci (7.8) ar spune acelasi lucru cu (7.9), ar trebui ca inlocuind in aceastd
propozifie expresia ,,acum* cu ,,in ziua de 26 februarie 1994, ora 12* s& obtinem
0 propozigie cu aceeasi valoare de adevir. S3 presupunem cd fiul meu a pronungat
propozitia (7.10) in ziua de 26 februarie 1994 la ora 12 §i ci a pronun-
fat-0 dupd ce s-a uitat pe cer si a vizut cd ¢ senin; agadar, (7.10) e adevdrata.
Ins3

(7.11) Fiul meu gtie c3 in ziua de 26 februarie 1994, ora 12 este senin
in Bucuresti,
nu e neapirat adevirati — de exemplu pentru c#, si zicem, el a avut 0 micd
amnezie §i a uitat ¢ acea amiazi senin# era in ziua de 26 februarie 1994.
Asadar, expresii precum ,,aici*, ,,acum®, ,,eu* etc. nu pot fi eliminate cu ugurintd
pentru a produce propozitii eterne.

¢) O propozitie ca (7.9) este, dupd Quine, o propozifie etemd. Insy — strict
vorbind — nu este aga. Cici stabilirea zilei ca fiind 26 februarie 1994 e facutd
relativ 1a anumite conventii, iar stabilirea locului e ficutd tot aga. E greu sid
admitem ci existd un sistem de referingd absolut in raport cu care sd putem
spune ci am procus o propozitie eterni in sens absolut. Dar, se va obiecta,
O atare exigen(d estc prea tare. Nu e nevoie sd determind locul in raport cu
o pozifie absolutd; pentru nevoile noastre, pozijia stabilitd cu ajutorul longi-
tudinii i latitudinii pe PAmant este suficientd; tot aga, era gregoriand e suficientd
pentru a determina timpul pentru cele mai multe din propozitiile pe care le
folosim. Cici astfel toate pronungirile lui (7.9) vor putea fi ingelese ca avind
fixatd valoarea de adevir. Problema este insd cd astfel vom putea tot aga de
bine si alegem i sisteme de referinfi mai restrinse — de pild4, am putea
sus{ine cd o propozilie ca:

(7.12) Regele Franiei este ingelept.
este eternd, dacd am presupune ¢d €a ¢ pronuntatd numai in timpul domniei
lui Ludovic al XIV-lea. La limit3, am putea cere chiar ca (8.1) s4 fie etemd,
daci am admite c3 ea si fie pronunjati numai relativ 1a o anumitd ugd §i la
un anumit timp (pentru alte ugi, ori pentru aceeasi ugd la alte momente am
urma sd folosim alte propozifii, spre a transmite aceeagi informatie).

d) In sférgit, dacd am lucra numai cu propozitii eteme, construcfia unei
teorii a modelelor ar intdmpina dificultd{i sporite. Mai inti, ar fi greu de spus
in ce sens o propozifie precum (7.6): Usa aflatd in locul a este inchis3 In
momentul ¢, ar putea fi adeviratd intr-un model §i fals¥ intr-altul dacd nu am
accepta cd, in modele diferite, Intelegem prin a §i prin ¢ locuri, respectiv momente
de timp diferite; or, introducerea locului §i a timpului in propozifie — spre
a produce o propoziie eternd — avuseserd ca scop tocmai inliturarea posibilit#ii
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de variere a contextului care face adevdratd ori falsd propozilia, deci tocmai
pastrarca fixatd a unui loc §i a unui timp.

In al doilea rind, e greu de precizat ce se injelege prin context. De pildi,
am spus cd se poate ca o propozijie p sd fie adevdratd intr-un model M si
fals¥ intr-un model M”. Potrivit procedurii lui Quine, ar trebui ca specificarca
unui model sd reprezinte 0 parte a contextului (sau contextul insusi, in cazul
L(S)) in care vrem si spunem c3 o propozitie p este adevdrati. Plecind de
aici, am putea — pentru orice p — sd construim o propozifjie etemnd ,p in M*.
Dar care e comportamentul accstei noi propozilii? Unii filosofi au argumentat
ci ea are aceeasi valoare de adevdr in orice model. Cici, dacd e adeviratd
intr-un M°, atunci va trebui sd fie adevdratd in toate modelele — iar daci e
falsi intr-un M’, atunci va trebui si fie falsi in toate modelele. Prin unnare,
daci ar trebui sd abandondm toate propoziijiile de forma p in formarea unora
de forma p in M, atunci ar trebui si admitem c# in toate modelele sunt adevirate
aceleagi propozitii. In cazul modelelor pentru L(S) — si, subliniez, in acest
caz! cdci generalizarea nu e posibild — decurge cd L(S) ar utma si aib3
un singur model.

§ 8. Conceptul de judecatd

Asadar, nici propozitiile, nici propozitiile-individuale §i nici propozitiile-
eterne nu par si fie candidati potrivifi pentru a fi considerafi ca purtitord ai
adevdrului. Dificultdfi de genul celor mentionate i-au condus pe mulji filosofi
spre o altd opfiune: aceea de a lua drept purtdtori ai adevidrului entitdfi de un
alt gen, numite judecdfi*. Ce sunt judecdtile? Ele sunt obiecte abstracte — deci
nu sunt nici obiecte lingvistice (precum propozitiile-individuale §i propozitiile-
tip), nici clase de propozitii (individuale). In al doilea rand, zicem ci o propozitie
(individuald sau tip) exprimd o judecatd. Judecata este ceea ce exprimi o propuzitie.

Din cele zise pnd acum nu decurge insi exact ce este o judecatd. Optiunile
in acest sens sunt incd deschise. Una dintre ele — asupra cdreia mi voi opri
mai pe larg, fiindc3 s-a aflat in centrul discutiilor despre judecii — este urmitoarea:
o judecatd este ingelesul unei propozitii. Cu aceasta se poate spune ci 0 propoziie
exprimd acum o judecatd, altd datd o altd judecatd etc. Fiecare propozifie-individuald
este luatd ca exprimand o judecatd (dac¥ propozilia este eternd, ea va exprima
mereu aceeasgi judecatd). Cind folosim limbajul, ceea ce variazi de la context
la context este judecata pe care o exprimi o propozitie, nu valoarea de adevir

* Deosebirea dintre propozilii gi judeciyi erisfrangereain romaneste a celei dinlimba englez,
dintre sentence si proposition. fn romaneste s-aincercat s4 se traduc# termenul wProposition' in mai
mulie feluri, deex., capropozifie ori ppropozifie. Prefer si scriu judecatd, chiar dacl termenul acesta
in mod obisnuit ¢ luat ca aplicindu-se propoziiilor categorice.

r
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a propozijici. Judecitile sunt adevirate sau false. Ele rdimin neschimbate in
privinja valorii lor de adevir, fird legiturd cu contextul utilizdrii limbajului;
nu conteazi care e persoana care le exprimi folosind limbajul, nu conteazi
cind sunt ele exprimate. Ceea ce fine de context e altceva: care sunt propozitiile-
individuale care sunt selectate pentru a exprima acele judecd{i. Cum zice Quine':
»injelesurile propozitiilor sunt luate ca entitd{i abstracte de sine stdtdtoare, sub
numele de judecdgi. Acestea — §i nu propozitiile nsele — sunt privite ca lucrurile
care sunt adeviirate sau false. De asemenea, ele sunt lucrurile care stau in relatia
de implicatie logic¥; ele sunt lucrurile care, de asemenea, sunt cunoscute sau
crezute sau nu sunt crezute §i care se dovedeste ¢ sunt evidente sau surprinzitoare™.
Judecitile sunt tratate, asadar, drept sustineri despre lume, genul de lucrun
care sunt afirmate de o propozifie (individuald).

Vom cerceta urmitoarele probleme legate de judecdfi: ce motive au avut
filosofii pentru a le postula; care sunt avantajele tratdrii judecdfilor ca purtitori
ai adevirului; ce obiectii se pot aduce acestei optiuni; dacd e posibild depdsirea
acelor obiectii.

Dupid Quine?, patru au fost motivele care i-au determinat pe filosofi s3
accepte judecdfile ca entitdfi abstracte: '

1. Judecdtile pot functiona ca purtitori ai adevirului; adevidrate nu pot fi
propozitiile, ci sustinerile despre lume pe care le facem prin intermediul acestora
— agadar judecijile.

2. Judecitile funcfioneazi drept constante in traduceri. Cind traducem
propozitia ,,The snow is white* prin propozitia ,,Z8pada este albd", presupunem
ci cele doud propozitii au ceva In comun. Acest ceva comun este judecata
pe care ambele 0 exprimd — anume susfinerea ci z3pada este albi.

3. Judeciile functioneazd drept constante n analiza filosoficd. Atunci cand
analizdm o propozifie, aceasta (analysandum) si propozifia in care a fost analizat
(analysans) trebuie sd admitem ci au ceva in comun. Cind Russell propuriea
sd analizdm o propozifie precum (8.1): Regele Franfei este intelept, in conjunctia
urmdtoarelor trei propozitii: ‘

(8.1 a) Existd un rege al Frantei.

(8.1 b) Nu existd doi regi ai Frantei.

(8.1 c¢) Dacid cineva este rege al Franfei, atunci este Ingelept,
el ne invita sd admitem c¥ cele dcnd propozifii — (8.1) §i conjunctia propozitiilor
(8.1 a) — (8.1 ¢) — exprimi aceeagi sustinere despre lume; altminteri nu s-ar
mai putea spune ci a doua e o analizi a primeia.

! Philosophy of Logic, Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1970, p. 2.
2 W. v. O. Quine, Word and Object, p. 206.
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4. Judechijile sunt obiccte ale atitudinilor propozitionale. S¥ considerdm,
de pildd, propozifia:

(8.2) Ion crede c¢i usa este inchisd.

Aceastd propozific formuleazd ceea ce se numeste O atitudine propozitionald.
Ea formuleazi o atitudine a lui lon: aceea ci el crede ceva; alte atitudini ale
salc ar putea fi: el vrea ceva, €l §tic ceva, el presimte ceva, el susiine ceva.
el cauti ceva etc. Atitudinea lui Ion este propozifionald, cici dupd clauza ,,c&'
urmeazd o propozitie. Problema este acum aceea de a spune ce este relafia
de a crede (mai pe scurt, foridnd putin limba: relagia de crezare). Aparent,
aceasta e o relatie intre Ion §i propozitia ce urmeazd clauzei ,,cd“, in cazul
nostru fnir¢ Ion §i propozitia ,,Usa este inchisd“. Dar nu poate fi vorba de
o0 propozifie-tip, aflati in relafia de crezare cu Ion; cici trebuie specificat care
este usa despre care Ion crede cd e inchisi. In acest caz insd, ar trebui ca
(8.2) s3 fie inlocuitd cu ceva dec genul:

(8.3) Ion crede ci usa aflatd in locul a este inchisd la momcmul L
Acum, dupi clauza ,,c3“ aparc o propoziiie-individuald. Or, sc poate vedea cu
usuringd cd nici aceasta nu e o alegere fericitd. S3 presupuncm c# g este sala
216 din Facultatea de Filosofie a Universitijii Bucuregti. Dar, aga cum gtim,
aceastd sald este sediul Catedrei de Filosofie a Universitd{ii Bucuresti; §i, desi
(8.3) e adeviratd, s-ar putea ca Ion s3 nu fie de acord cu faptul c uga Catedrei
de Filosofic a Universitdyii Bucuresti e inchisd la momentul ¢, fiindcid el nu
stie ci sala 216 e totuna cu sediul Catedrei de Filosofie. Dar propozitiile

(8.4) Usa sdlii 216 din Facultatea dc Filosofie a Universitd{ii Bucuresti
este inchisd la momentul ¢.

(8.5) Usa Catedrei de Filosofie a Universitd{ii Bucuregti e inchisi la
momentul ¢,
au fntotdeauna aceeasi valoare de adevir (cel putin atita vreme cat nu se schimbi
numerotarca salilor ori sediul Catedrei de Filosofie). Or, relagia de crezare dintre
Ion si (8.4) are loc, nu nsd si dintre Ion si (8.5). Concluzia e deci ci relagia
de crezarc nu ¢ o relafie intre persoanc §i propozifii-individuale. Atunci se
poate proceda altfel: sd se admitd ci relatia de crezare este o relajie intre o
persoand §i ceea ce aceasta crede; ca obiect al crezlirii persoanei este o judecatd
— anume sustinerea pe care, atunci cind crede ceva, acea persoand o face
despre lume.

Celor patru motive de a introduce judecitile ca un tip de entitii, pe care
le numestc Quine, le-am mai putea adiuga unul. Acesta ¢ mai general, sub
el cidzind unele dintre cele amintite pAnd acum. Argumentul curge astfel: putem
folosi 0 propozifie-tip fn mai multe feluri. Bunioari, fie propozitia: ,,Bitilia
de la Mirdsesti a avut loc in 1917, Eu pot:
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(i) si asertez aceasti propozitie, atunci cdnd vreau sd comunic data corectd
cuiva care nu gtie cind a avut loc baudlia de la Mirisest;

(ii) si folosesc aceastd propozifie in mod conditional, deci fard a o aserta,
de pildi in: Dacd bitilia de 1a Mirdgesti a avut loc in 1917, atunci sigur bunicul
meu nu a participat la ea“ (fiindcd eu gtiu cd el nu a luptat pe front in 1917);

(iii) s3 folosesc aceastd propozitie in mod interogativ, atunci cind, de pildd,
intreb: ,,A avut loc bitdlia de la Mirdgesti in 19177

(iv) s3 imi exprim o opinie, cind zic: ,Eu cred cd bitdlia de la Mirdgest
a avut loc In anul 1917

(v) sd emit o ipotezd, care urmeazd a fi testatd: ,,Bitdlia de la Mirdgest
a avut loc fn anul 1917%

(vi) in genere, o propozitie poate fi folositd pentru a ordona ceva, pentru
a promite ceva, pentru a formula o conditie contrafactuald eic. Nu toate propozitiile
sunt potrivite pentru aceste folosiri; de exemplu, cea pe care am conside-
rat-o nu poate fi utilizatd in modurile numite aici. Dar altele pot, bundoard
propozifia: ,,Andrei se culcd la ora 10 seara“. Ea poate fi folositd pentru a
ordona ceva: ,,Andrei, culcd-te la ora 10 seara“, pentru a-i promite ceva: ,,Dacd
te culci la ora 10 seara, atunci {{i promit cd méine te las sd mergi la film*
sau contrafactual: ,,Dacd Andrei s-ar culca la ora 10 seara, atunci ar fi odihnit
dimineaga“ etc.

Aceste situatii ne permit sd facem o distincjie intre sensul sau ingelesul
unei propozilii §i forta ei. Injelesul propozifiei este ceea ce e géndit, ceea
ce ¢ ineles atunci clnd folosim 0 expresie; dar propozifia este pronuniatd cu
0 anumitd for{d — cu o forjd asertivd, cu una interogativd, cu una condijionala
s.am.d. Distinciia aceasta vine de la Frege. El a deosebit intre a) conginutul
unei propozifii, sau gandul exprimat de ea; §i b) faptul ¢d acea propozijie este
afirmatd sau nu. Fie o propozifie ¢; pentru a formula faptul cd ceea ce e avut
in vedere e continutul ei, Frege scria: -

- ¢

Pentru a formula faptul cd propozifia ¢ asertatd, el scria:

o '

Asertarea e un caz special al forgei cu care e folositd o propozifie. Frege nu
a generalizat nofiunea utilizati la punctul b), dar pe distincjia sa s-a clddit
distinctia mai generald intre sens (ingeles) si fortd.

E ugor de vidzut in ce constd pasul urmitor: fntelesul unei propozifii e
judecata pe care aceasta 0 exprimd; agadar, distincfia avuti in vedere e cea
dintre 1) judecata exprimatd de o propozitie; si 2) forja cu care e utilizatd
acea propozifie. Desigur, forja cu care utilizdm o propozitjie se poate schimba;
dar ceva trebuie ci rdmine neschimbat;‘altmin[eri cum am putea si admitem
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ci atunci cind afirm#m, intrebdm, considerdm, permitem, ordondm etc. ceva,
noi avem in minte acelasi lucru pe care il afirmim, Intrebdm etc. Judecdile
sunt constantele ciutate; introducindu-le ca entitd{i, putem explica de ce putem
proceda astfel.

S3 notdim cd acest motiv e mai tare decét unele dintre cele numite de
Quine: cici 1) asertarea unei propozifii (pentru a face o sustinere despre lume)
¢ un tip de fortd; 2) folosirea unei propozitii ca analysans sau analysandum
¢ un tip de for{d; 3) exprimarea unei atitudini propozitionale - ,,eu cred cid®,
~€u vreau si* — e de asemenea un tip de ford.

G. P. Baker si P. M. S. Hacker rezum3 astfel distinctia dintre sens (ineles)
si fortgl:

(i) Orice propozifie-tip are atat un ingeles cét si o for{#, adica atat o ,,componentd
care exprimi infelesul®, ct §i un ,indicativ al fortei®.

(ii) Forta unei propozitii determind (cel putin partial) ce act de vorbire
¢ realizat prin pronun{area acestei propozifii, de pild3 dacd e pusd o intrebare,
dacd e ficutd o afirmatie ori dacd e formulatd o ipotezd. -

(iii) Au fortd numai propozifiile-tip complete. (O jumdtate de propozitie
nu poate fi folositd pentru a realiza nici un astfel de act de vorbire).

(iv) Existd un grad inalt de libertate in combinarea Intelesurilor cu fortele.
Absolut orice Inteles poate fi atagat unei forte date, si absolut orice forj3 poate
fi legatd cu un anumit infeles. In particular, oricare inieles poate fi inzestrat
cu o fortd asertivd. (Echivalent zis: existd o mare latitudine in combinarea
wcomponentelor care exprimi injelesul“ cu ,,indicatorii forjei*).

(v) Intelesul unei propozitii este purtitorul adevirului. .

Aceste cinci motive sunt indeajuns de puternice pentru a introduce judecidtile
ca entityji. In cele ce urmeazi mi voi opri insd numai asupra primului dintre
ele. Doud sunt ratiunile: pe de o parte, acesta e cel care a motivat abordarea
de fajd. Pe de altd parte, se ridicd o problemd: cum putem fi siguri ci cele
patru motive de a introduce judecdiile sunt motive pentru a introduce acelagi
soi de entitdti? Bundoard, trebuie argumentat c3 aceste entitifi pe care le postulim
atunci cind pronuntim propozifia (8.4. a) si despre care afimam c# este adevirati
este exact aceeagi entitate cu cea pe care o postulim, analizdnd propozitia

(8.5) Ion crede c# uga Catedrei de Filosofie e Universitatii Bucuregti este
inchisd la momentul 2.
ca stdnd in rclagia de crezare cu Ion. Rezuméandu-ne la primul motiv, evitim
problema dacd purtitorii adevdrului sunt entitd{i de acelasi soi cu obiectele ati-
tudinilor propozitionale ori cu constantele in traducere sau in analizi.

! G. P. Baker si P. M. S. Hacker, Language, Sense and Nonsense, Blackwell, London, 1986,
p- 49. Am tradus peste tot sense cu ,,injeles™.

-
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Vom trece acum la a doua chestiune privitoare la judecifi: care sunt avantajele
tratdrii lor ca purtdtori ai adevdrului.

" 1. Apelul la judeciti ca purtitori ai adevirului permite si susfinem ci adevirul
nu este 0 proprietate pe care acea entitate care 0 posedd sau o poate pierde
functie de context — funcfie de persoana care 0 exprimd ori locul §i momentul
in care o persoani o exprimi. De aceea, judecdjile sunt mai potrivite decét
propozitiile-tip pentru a fi luate ca purtdtori ai adevdrului.

2. Judecitile sunt, pe de o parte, indeajuns de fin specificate pentru a
permite si diferentiem intre sustineri diferite despre lume §i, pe de altd parte,
indeajuns de putin fine pentru a putea spune cdnd un vorbitor exprimi aceeasi
judecatd. Voi aborda doar al doilea aspect; acesta € cel mai important in
momentul de fatd. Propoziiile-individuale sunt mai fin specificabile decét
judecitile. De pild4, daci eu mi plang si zic: ,,Sunt obosit”, eu exprim acelasi
lucru pe care cineva l-ar exprima dac¥ ar spune despre mine: ,,El e obosit®.
Aceste douil propozitii-individuale sunt, evident, diferite; au proprietd{i diferite
- bunoar3, faptul ci implici vorbitori diferifi care folosesc propozitii-tip diferite.
Dar, ele au aceeasi valoare de adevdr. Cum se explicd acest lucru? Intuitiv,
raspunsul este ci ele au aceeasi valoare de adeviér pentru cd ele exprimd aceeasi
propozitie, pentru cd exprimd aceeasi susfinere despre ceea ce are loc. E natural,
de aceea, si luim judecitile si nu propozifiile-individuale ca purtatori ai adevarului.

3. Propozitiile-individuale au anumite deficiente pe care judecifile nu le
au. Si anume: propozitiile-individuale pot avea (si de obicei au) presupozitii;
judecdtile nu au presupozitii. Judec¥tile sunt sau adevdrate sau false. Cici, cum
0 judecatd este o sustinere despre lume, nu avem decét doud posibilititi: c
acea sustincre e corectd sau cd nu e corectd. Dacl sustinerea nu e corectd, judecata
este falsd. Asadar: In cazul judecitilor, a spune c¥ ele sunt false fnseamnd un
singur lucru — ci nu sunt adevirate. Lucrurile se schimbi insi cu propozifiile
individuale. Dacd eu ardt spre masa din stinga mea (care e, intdmplitor, goald)
si zic: ,,Cartea de pe masi este scrisd de Camap®, atunci propozifia mea individuala
sigur nu e adevidratd; si e aga pentru cd O presupozifie a ei — cd pe masd e
o carte — nu e indeplinitd. Dacd pe masd ar fi insd o carte, dar una scrisd de
altcineva, atunci presupozitia propoziiei-individuale pe care am pronuniat-o
ar fi indeplinits, dar propozifia individual¥ iarisi nu ar fi adevirati. insd acum
ea nu ar fi adevérat¥ dintr-un alt motiv decét in primul caz — cum nu se intdmpld
cu judecitile.

Unii autori considerd cd atunci cind presupozitiile unei propozitii-indi-
viduale nu sunt indeplinite, atunci acestea nu numai ci sunt neadevirate, dar
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nu sunt nici false. Ele nu ar avea valoare de adevidr. Am putea zice: atunci
cind presupozitiile unei propozitii-individuale nu sunt indeplinite, atunci aceasta
nu reuseste si exprime o judecatd.

S¥ presupunem acum — aga cum face Quine — ci judecidtile ar fi exprimate
numai de propozitii eteme. Motivul pentru care el procedeazi astfel e urmitorul:
daci presupunem c# judecdfile sunt infeiesuri ale propozitiilor tip, atunci ar
trebui s admitem c3 in diferite contexte propozitia-tip ,,Usa este inchisd“ 1si
schimbi intelesul si exprimd judecdfi diferite in contexte diferite. Dar dac¥ am
avea 0 propozifie etemd, atunci nu ar mai trebui s3 spunem ci infelesul acesteia
variazd cu contextul.

Dacd ins3 judecifile sunt injelesuri ale propozitiilor eterne, mai € nevoie
de ele ca entitdfi separate? Cel pujin doud sunt avantajele judecdfilor asupra

propozitiilor eteme:

4. O propozitie eternd poate sd nu fie pronungatd niciodatd. Cu toate acestea,
despre judecata pe care 0 exprimd putem incd zice cd e adevidratd sau falsi.

5. Existd judecifi inexprimabile: anume judecifi care nu corespund nici
unei propozitii (tip, individuale sau etemne). Astfel de judeciti vom intalni mai
jos, In aceastd lucrare. De pe acum trebuie totusi notat ceva: inexprimabilitatea
este nu absolutd, ci relativd la un limbaj; ceea ce este neexprimabil intr-un
limbaj poate fi exprimat in altul. Dar, pentru orice limbaj indeajuns de putemic,
vor exista mereu judecifi inexprimabile. (in § 5 am numit elementare judecitile
exprimabile; deci cele inexprimabile sunt neelementare; atengie ins3! acolo era
vorba de un anumit mod de a construi judecitile).

Diversi autori au ridicat varii obiectii impotriva admiterii judecifilor. Cel
mai viguros adversar al acestor entitdfi este Quine: ,,Obiectia mea faji de
recunoagterea judecdtilor nu se nagte din parcimonie filosoficd — din dorinfa
de 2 nu visa la mai multe lucruri, in cer §i pe pimént, dect sunt necesare;
nu ia naglere — mai concret — nici din particularism — din dezaprobarea entitiilor
intangibile sau absolute. Obiecfia mea este mai importantd. Cici daci ar exista
judecdi, ele ar induce o anumit¥ relagie de sinonimie sau echivalenti intre
propozitiile insele: ar fi echivalente acele propozifii care exprimi aceleasi judecii.
Obiectia mea este ci relagia de echivalenti respectivi nu are rici un sens obiectiv
la nivelul propozitiilor“!. S4 vedem mai pe larg in ce constau argumentele
lui Quine.

! Philosophy of Logic, p. 3. A se vedea 5i Word and Object, paragrafele 40-43.

71




Mai intfi, el admite cd acceptarea judecdfilor ca intelesuri ale propozitiilor
este doar o manifestare a unui punct de vedere mai rispéndit asupra infelesului.
Potrivit acelui punct de vedere, existd o galerie de idei, iar fiecare idee este
atagatd expresiei al cdrui injeles este; in particular, fiecare judecatd e atagatd
unei propozifii corespunzitoare. Quine propune si elimindm aceste umbre ale
propozitiilor care sunt judecifile. Caci tot ceea ce putem obtine lucrdnd cu
ajutorul judecitilor ne este dat §i dacd ne rezumdm numai la propozifii. Agadar,
prima obiecfie este urmitoarea: judecdfile nu sunt mai folositoare ca vehicule
ale adevdrului decét propozifiile eteme.

Obiectia cea mai importantd este insi alta: in general, dacd admitem un
gen de entitdi, trebuie s admitem §i un criteriu de identitate pentru ele. Maxima
lui Quine este: nici o entitate fard identitate. Prin urmare, dacd admitem judeciti,
trebuie si spunem cénd sunt acestea identice §i cind nu. S¥ presupunem deci
ci avem dou¥ propozifii-tip. S3 presupunem cd ele sunt pronuntate — obtinind
astfel doud propozitii-individuaie. Care e atunci motivul pentru care noi am
afirma: cele dou# propozifii-individuale exprimd aceeasi judecatd?

Aici Quine argumenteazi prin reducere la absurd. S# admitem, zice el,
¢4 ar exista criterii de identitate pentru judecdti. Atunci am putea proceda astfel:
am zice ¢ dacd doud propozifii (individuale) exprimd aceeasi judecatd, ele sunt
strins legate intre ele. In ce fel? Judecdgile, sd ne amintim, sunt fntelesuri ale
propozitiilor. Asadar, daci doul propozifii (individuale) exprim3 aceeasi judecatd,
inscamnd c¥ au acelasi ingeles. Sau, inc¥: inseamnd c3 sunt sinonime. Prin urmare,
am putea si definim Intre propozifiile (individuale) o relafie de echivalen{
— relagia de sinonimie.

Or, argumenteazi Quine, aceastd relafie nu poate fi construiti!. Asadar,
premisa de la care am pomit e falsi: nu existd criterii de identitate pentru
judecdti. De aceea, aceste entitdfi trebuie eliminate.

S4 recapituldm obiectiile care, dupd Quine, pot fi ridicate impotriva judec¥lor:

a) Judecifile sunt entitifi a cdror postulare nu e necesari. Tot ceea ce
cdstigdm prin apelul 1a ele poate fi reformulat apelind la alte entitd{i — la propozitiile
eterne, sugereazd Quine. Anume, putem spune ci judecifile sunt ingelesurile
judecitilor eteme. insi daci existd o corespondenti biunivocy intre judeciti i
aceste propozifii ~ iar de propozitiile eterne deja dispunem (céci ele sunt constructe
in limba noastr), atunci de ce sd postuldm §i aceste entitdfi numite judeciii?
Briciul lui Occam poate fi pus aici la lucru: dacd nu este necesar, nu trebuie
sd multiplicim entit3ile.

"Nuvoi insista asupra acestui argument al lui Quine. A se vedea celebra salucrare Doud dogme
ale empirismului. Traducere in romaneste in Epistemologie. Orientdri contemporane, Editura
Politici, Bucuresti, 1974,
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b) Judecijile sunt entitdfi a ciror naturd nu ¢ limpede. $tm cd ele sunt
injclesuri ale propozitiilor; insi nu e clar ce fel de lucruri sunt aceste infelesuri.
Altiel zis, vrem si explicdm judecitile zicind ci ele sunt injelesuri de propozitii.
insa e mai clar ce e un astfel de infeles decat ce e o judecatd?

c) Se spune ci judecitile sunt obiecte abstracte. Or, filosofii din traditie
nominalisti si empiristd au avertizat in mod repetat ci trebuie sd fim cu bigare
de seami ori de cite ori se solicitd admiterea unor entitdfi abstracte. Principalul
motiv, dupd Quine, e acela ci, in ce le priveste, e dificil sd producem criterii
satisficitoare de identitate. In particular: cind putem spune ci doui judecifi
sunt identice? Putem da criterii in acest sens? Cel putin atita vreme cit astfel
dec criterii nu sunt formulate, trebuie sd ne abiinem sd admitem judeciile.

d) in sfargit, chiar dacd s-ar formula criterii de identitate pentru judecii,
acesica nu vor fi satisfdcdtoare, intrucdt ar implica un concept nesatisfacitor
de sinonimie (intre propozitii).

Daci cineva ar vrea s facd totusi apel la judecdy ca purtdtori ai adevirului,
atunci va fi nevoie s¥ ofere cdi de a rdspunde la aceste obiectii. Dupi Quine,
cea mal putemicd ¢ a patra. E normal de aceea ca ea sd fie prima luatd in
discuiic. Aici se poate argumenta in mai multe feluri: 1) critica lui Quine
a sinonimiei propozifiilor nu rezistd; existd propozifii sinonime; 2) nu existd
propozitii sinonime; In acelasi timp, dou# propozitii diferite exprimi fntotdeauna
judecHji diferite. Prin urmare, chiar daca spunem cd dou# judec#(i sunt identice,
nu sus{inem prin aceasta cd ele sunt exprimate de doud propozifii diferite —
si deci identitatea a doud judecdti nu implicd sinonimia a doud
propozitii; 3) admitem c3 doud judecH{i exprimate de doud propozifii diferite
sunt identice, cd cele doud propozijii nu sunt sinonime; dar cd, totusi, faptul
cd ele nu sunt sinonime nu implicd faptui cd judecdfile pe care le exprimi
nu pot fi identice.

Cea mai atrigitoare solufie cred ci ¢ste a treia. Ea pare insi contradictorie,
cel putin atita vreme cét definim sinonimia a dou# propozitii prin faptul ci
ele exprim¥ aceeasi judccatd. S3 adoptim insd un punct de vedere mai slab
privind relatia dintre cele dou# conditii: a exprima aceeasi judecatd e o conditie
numai necesard, dar nu si suficientd pentru sinonimia a dou¥ propozitii'. Adic%,
dintre relatiile:

(1) Dacd doud propozifii nu sunt sinonime, atunci ele nu exprimi aceeagi
judecatd.

! Acest punct de vedere e adoptat de R. Camap, in Semnificatie §i necesitate, Editura Dacia,
Cluj, 1972, §§ 14-16, care sugereazi cii pentru sinonimia a douX propozifii e necesari o relaie foarte
tare, de ,,jzomorfism structural®.
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(ii) Daci doul propozitii sunt sinonime, atunci ele exprima aceeasi judecatd,
numai a doua este admisibild, nu i prima. Atunci ins4, chiar dacd dou propozifii
nu sunt sinonime, ele vor putea totugi exprima aceeasi judecati.

In ce privegte obiectia (c), rispunsul cel mai potrivit care i se poate da
constd in a arita precis ce sunt judecitile: ce fel de obiecte sunt. Dacd ele
sunt construite ca entit4{i de un fel admis deja, avand constituenti despre care
stim cind se afld in relatie de identitate, atunci vom fi produs, prin aceasta,
ciutatele criterii de identitate. S4 observdm, de asemenea, cd astfel se raspunde
si obiectiei (b). Prima obiectie poate fi depdsitd dacd se dovedeste cd existd
juceciti care nu pot fi pr;inse lingvistic prin propozitii de vreun fel (in particular,
prin propozitii eteme). In capitolul urmitor se vor construi, intr-adevdr, astfel
de judecdti (un exemplu e acesta: nici o propozifie a aritmeticii lui Peano
nu poate exprima judecata c3 axiomele aritmeticii sunt adevdrate numai in modelul
standard sau intenjionat al acesteia).

Voi mentiona doul incerciri de a construi judecdile, astfel incét obiectiile
fmpotriva lor, precum cele mentionate mai devreme, sd se disipeze.

a) Judecdtile russelliene. Dupd Russell, judecitile sunt sustineri despre lume,
si sunt adevirate exact in cazul in care lumea este aga cum se susfine cd este.
Aceste judeciti sunt entitafi complexe. Ele au constituenti care corespund obiectului
sustinerii. Astfel, fie propozitia:

(8.6) Socrate este filosof.

Ea exprimi o judecatd, care e sustinerea ci omul Socrate are proprietatea
de a fi filosof. Judecata va consta din omul Socrate §i din proprietatea a fi
filosof. La fel, propozitia:

(8.7) Ion are asul de trefli,
exprimi o judecatd, ai cirui constituen{i sunt: Ion, asul de trefld §i relafia de
a avea. Aceasti susfinere e adevirati atunci cind printre faptele din lume ‘s
afld si acela ci Ion are acel as de trefld,

Este usor de viizut cd nu e nici o problemi in a ar#ta cind doud judeciti
russelliene sunt identice: identitatea lor consti in faptul de a avea exact aceiasi
constituenti. (Dacd vrem s3 fim mai precigi, am putea spune, de pildd, ci judecata
exprimatd de (8.7) este tripletul ordonat < Ion, asul de trefld, a avea >; apelind
la teoria mulfimilor, dou# triplete sunt identice atunci cind primul element
din primul triplet este identic cu primul element din al doilea triplet, cind
al doilea element din primul triplet este identic cu al doilea element din al
doilea triplet i cénd al treilea element din primul triplet este identic cu al
treilea element din al doilea triplet).

-
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Acecasti concepiie asupra judecdtilor ridicd ins3d probleme. Mai intdi, desi
desigur putem spune cd doud judeciti sunt identice dacd ele au aceiasi
constituenti, totusi e greu de construit o judccat¥ falsd. Ca si fie falsi, ar trebui
s avem vigte fapte care o fac falsd. Or, acestea tocmai cd nu existd. De exemplu,
judecata falsd exprimatd de propozifia:

(8.8) Desdemona il iubea pe Cassio
ar urma si aibd drept component pe Desdemona, pe Cassio, precum §i relafia
de iubire a Desdemonei faid de Cassio. Or, aceasta din urmd sigur nu exista.

Apoi, ce este o proprietate precum ,a fi filosof* ori o relajie precum
,»a iubi*‘? Acestea sunt entitdfi pentru care trebuie s oferim de asemenea criterii
de identitale (iar obiectiile lui Quine ar putea fi reiterate aici).

in al treilea rind, judccitile russelliene nu sunt suficient de fine pentru
a da scami de distinc{ii pe care intuitiv le acceptdm. Astfel, si presupunem
ci eu pronuny propozitia: ,,Jon are asul de trefl3“, referindu-mi la un joc, anume
de poker. Dacd Ion nu participd 1a acel joc, intuitiv noi considerdm c# judecata
e falsi. Dar, si presupunem in plus cd, exact in acel moment, Ion se afla
intr-un alt loc si juca poker; intdmplitor, el avea in acel joc asul de trefli.
Judecata russelliand, asa cum am vdzut, are drept constituenfi pe Ion, asul de
refld si relafia de a avea. Ea este adevidratd daci faptele in lume sunt exact
asa cum sunt aranjate fn judecata noastrd; or, in aceasla, ele sunt aranjate astfel
fncdt relatia a avea are loc intre Ion s§i asul de trefli. In lume, pe de alta
parie, existd faptul cd Ion are asul de trefld. Agadar, potrivit abordirii russelliene,
judecata exprimatd de propozitia ,.Jon are asul de trefld” va fi adeviratd; insi
am vizut ci intuitiv situafia nu stitea deloc astfel.

in sfarsit, asa cum au ardtat cercetdri aménuntite, judecifile russelliene nu
permit o tratare satisficdtoare a situatiilor referentiale, a celor care, bundoard,
sunt implicate fn constituirea paradoxului mincinosuluil.

b) Judecdtile in sens model-teoretic. Asa cum am vizut, modelele sunt
entitdfi pentru care avem criterii clare de identitate. In cazul lui I(S) — singurul
pe care l-am avut in vedere pand acum — spunem c# doud modele M, si M,
sunt identice exact In cazul in care: a) M, este mul{imea §, de litere propozifionale;
b) M, este muljimea S, de litere propozifionale; i ¢) S, este aceeasi mulfime
cu §,. Am definit, de asemenea, pentru o propozific @, relagia M |= o, si
am ardtat cum poate fi construitd aceasta pentru orice ¢. Intuitiv, p.opusesem
ca relagia care are loc intre M §i ¢ s3 fie cititd astfel: ¢ e adeviratf in M.

fnacestsens, J. Barwise, J. Etcchemendy, The Liar. AnEssayonTruth and Circularity, Oxford
University Press, Oxford, 1987.

-
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Acum pare putin neintemeiatd aceastd optiune; vom vedea insd imediat ci ea
poate fi totugi pistratd, chiar dacd admitem cd purtdtorii adevdrului nu sunt
propozitiile, ci judecdtile. Pentru moment, si ponim de la relatia I= gi s8 acceptdm
chiar, de dragul simplit3tii, c3 citim expresia M |= ¢ ca: ¢ e adeviratd in M.

Vom defini acum judecdtile in sens model-teoretic:

(8.9) O judecati este o mulfime de modele.

De pild3, judecata cd ceva are loc sau nu are loc (principiul logic al terfului
cxclus) e muitimea tuturor modelelor; judecata cd ceva §i are loc §i nu are
loc (principiul contradictiei) e mulfimea care nu cuprinde nici un model, deci
mulfimea vidd. Aici trebuie subliniat cd dc fiecare datd noi presupunem,
intr-un sens, un limbaj: cdci modelele pe care le ludm in considerare sunt modelele
unui limbaj anumit. '

Aceastd observatiec va fi mai limpede odatd ce vrem sd explicitim mai
mult sensul lui (8.9); cici pand acum, desigur, (8.9) nu e incd justificatd, dupd
cum viza ideii cd o lege logicd e muljimea tuturor modelelor nu este totusi
intuitivy. In acest scop, si procedim in felul urmitor: am vizut c, imir-o fncercare
de a spune ce sunt judecifile, s-a formulat ipoteza c o judecatd este infelesul
unei propozitii. S4 Tncercim deci si vedem care ar fi — In sens model-teoretic
-~ judecata exprimatd de o propozifjie. Vom defini:

(8.10) Judecata exprimatd de propozifia ¢ este mulfimea acelor M astfel

incat M I= o.
Adicd, judecata exprimatd de o propozific este mul{imea modelelor in care ea
este adeviratid. S ne raportim la L(S). Fie o propozitie ¢ a lui L(S); atunci
¢ exprimd o judecatd, §i aceastd judecatd este muliimea tuturor modelelor lui
L(S) in care ¢ e adevirati. E limpede acum ce se intimpld cu legile logice
§i cu contradiciile:

a) o lege logicl ¢ este adevdratd in toate modelele si deci judecata expnmalﬁ
de ¢ este muljimea tuturor modelelor;

b) o contradictie y nu este adevdratd in nici un model §i deci judecata
exprimatd de y este mulfimea vidd.

Este usor d¢ observat c3 aceastd abordare a conceptului de judecatd satisface
exigeniele ce {in de problema criteriilor de identitate. intr-adevir, dous judecyyi
sunt identice dac¥ au aceleasi elemente. Judecitile sunt muljimi de modele
~ §i, intruclt avem criterii de identitate pentru modele, avem de asemenea criterii
de identitate §i pentru multimile de modele. Potrivit principiului extensionalitifii
din teoria mul{imilor, doud mulfimi sunt identice exact in cazul in care au
aceleasi elemente.
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Potrivit acesiei intelegeri a judecdfilor, diversele operafii cu judecHii s
relagii intre judeciti pritnesc o interpretare foarte clegantd. Astfel:

a) negatia unei judecifi este judecata constand din complementara multimii
respective;

b) conjunctia a doud judeciti este judecata considnd din intersecia multimilor
respective,

¢) disjunctia a dou# judec¥}i este judecata constdnd din reuniunea multimilor
respective;

) o judecatd implicd logic o altd judecati daci prima esie :nclus? in a
doa etc.

O ceracteristicd ioarte importantd a intelegerii model-teoretic a judecitilor
¢ste urmitoarea: potrivit lui (8.10), orice propozifie exprimi o judecatd (acesta
e cel putin cazul lui L(S)!). Dar, {indnd seama de (8.9), nu e clar dacd rciatia
arc sens §i in direcfie inversd: dacd orice muliime de modele este astfel incét
existd o propozifie care 0 exprimi. In fapt, asa ceva nu se intAmpli. S¥ privim
mai in amanunt aceastf chestiune. Cum am vizut in § 5, 0 mulime X de
maxicle sc numeste elementard dacy exist? o propozitie ¢ astfel incét X e mulfimea
modeiclor lui @; altfel zis, o multime X de modele este elementard dacd 2xistd
o propozifie @ care expiimd judecata X.

isi nu :oate mulimile de modele sunt elémentare. C3 e asa se poate
arata foarte simplu (cf. §i exercifiul (26) din § 6). S# ludm cazul limbajuiui
L(S), cind S esie 0 multime infinitd numdrabild. Modelele lui L(S) sunt submul{imi
ale lui S §i, potrivit unei celebre teoreme a lui Cantor, existi o mulfime iniinith
nenumdrabild de mulfimi de modele; de aici decurge imediat ¢ nu putem realiza
0 corespondenid biunivocy intre muljimea propozitiilor lui L(S) (potrivit regulilor
de construire a acestora din §, dac# § e infinitd numdrabild, atunci mulfimea
propazijiilor Iui S va fi tot infinitd numérabild) si mulfimea muliimilor de modele
ale i L(S): vor exista muijimi de modele ale lvi L(S) cirora nu le putem
punc n corespondenti mici o propozitie a iui L(S).

Se ridicd atunci intrebarca: nu cumva am definit prea larg nojiunea de
jucecatd? Dacd o mulfime de modele nu corespunde nici unei propozitii, de
¢e ar fi incd numitd ,,judecati“? Existd cel pujin doud motive in acest sens.
in primul rind, e posibi! ca 0 muifime de modele si nu fie multimea modelelor
enei propozitii, ci a unei multimi de propozitii. C4 existd astfel de mulfimi
s¢ poate demonstra chiar gi privitor la L(S) (a sc vedea exercifiile 27-28 din
§ 0). Aceste multimi de modele au fost numite in § 5 elementare in sens
largx. Ele redau ceea cc exprimd nu o propozijic anume a unui limbaj, ci o
muijime de propozifii din acel limbaj (sigur, dac acea mulfime e finit3, atunci
putem construi conjunciia acelor propozi{ii, care e tot o propozitie; dar dacd
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multimea e infinitd, nu mai putem proceda astfel). E natural ca aceste mulfimi
de modele care nu sunt elementare, dar sunt elementare in sens larg, sd fie
numite tot judecdp.

S4 ludm un exemplu. Fie urmdtoarea expresie:

= @AY

Ea este formulati in metalimbajul lui L(S); semnele ,,¢* si ,, " sunt me-
tavariabile — sunt nume pentru propozitiile din L(S). De aceea, expresia noastrd
nu este o anumitd propozitie a lui L(S), ci o schemd de propozifii din L(S).
Propozitiile:

pPo>@Aq

@A 2>@ADAY

PV >vorn
etc. sunt fiecare propozitii pe care metapropozifia noastrd le numea. Céte astfel
de propozitii sunt numite de ea? O infinitate (nenumirabild). S& ne gindim
acum la mulfimea tuturor acestor propozitii, fie I" aceasta. Propozitiile din
I' definesc 0 muljime de modele elementare in sens larg.

Sustinerea mea e ci aceastd mulfime de modele este 0 judecatd. Intr-adevir,
¢ judecata dupd care conjunctia se poate extinde. Sigur, aceastd judecatd e falsd
(cici conjunctia — spre deosebire de disjunciie — nu se poate extinde); insd
acest lucru nu are importanid. Important e altceva: ci aceastd judecatd exprimd
ingelesul lui @ — (¢ A W) — adicd, al tuturor propozigiilor din T

Existd insi si multimi de modele care au sunt nici elementare in sens
si care totusi ar avea sens si fie numite judeciti. In L(S) se poate arita (cf.
exercitiul 27 din § 6) ¢4 mulfimile de modele cu un singur element sunt elementare
in sens larg. Totusi, asa ceva nu se intdmpld in orice condifii. Bundoard, se
poate arita cd nu existd nici 0 mul{ime de propozitii ale aritmeticii lui Peaus
care si fie adevdrate numai in modelul standard; altfel zis, mulfimea ce cuprinde
doar modelul standard al aritmeticii lui Peano nu este nici elementard, nici
elementard in sens larg. Cu toate acestea, In mod intuitiv am vrea s3 spunem
cd aritmetica Iui Peano exprim3 ceea ce se petrece cu numerele naturale;
adicd, am vrea sd admitem judecata cd aritmetica lui Peano este despre numerele
naturale. Dar, ea nu e exprimatd de nici 0 propozifie, §i nici de o muljime
de propozitii ale aritmeticii lui Peano. Asadar, abordarea model-teoreticd permite
sd construim judec#fi care, intr-un sens, sunt ,.inefabile*.

S& notdm, de asemenea, cd admiterea unei identit#{i intre judecdti nu face
ca abordarea model-teoreticd sd cadd sub critica lui Quine: cici nu se poate
conchide de aici ci am fi constringi sd admitem o relatie de sinonimie intre
propozifii. intr-adevir, tot ce putem spune este cii:

78




(8.11) Dac3 doul judecii nu sunt identice (§i ele sunt exprimate de doud
propgzi;ij), atunci propozitiile care le exprimd nu sunt sinonime.

Ins? relatia

(8.12) Dacd doud judecdfi sunt identice (§i ele sunt exprimate de doud
propozitii), atunci propozitiile care le exprimd sunt sinonime.
nu ¢ valabild. Bundoard, propozitiile ¢ v — ¢ §i ¢ — ¢ sunt adevidrate ambele
in toate modeiele (§i deci exprimi aceeagi judecatd), insi nu pare corect si
zicem cd ele sunt sinonime. )

Totusi, s-ar pdrea cii, desi face falsi relajia (8.12), injelegerea model-teoretici
a judecitilor este prea slabd; cdci nu pare corect s admitem un punct de vedere
care face ca toate legile logice s4 reprezinte exact aceeasi judecati. E o deosebire
intre principiul terjului exclus i cel al identitd{ii! Aceastd observatie este foarte
pertinentd; probabil cd aici se afld cel mai mare dezavantaj al intelegerii model-
teorctice a judecitilor. (Situafia nu e fdri iesire; s-au produs, de citre unii
logicieni, modalitéti de a o depdsi. Din picate ins3, nu avem incd la dispozitie
uncltele pentru a ardta in ce constau aceste solufii).

In continuare, prin judec#ii vom injelege — in spiritul abordirii modeliste
— mulfimi de modele. Vom considera c# judecd(ile sunt purtitorii adevirutui.
Cu toate acestea, frecvent vom spune ci propozitiile din limbajele considerate
sunt adevdrate sau false. Aceastd procedurd este justificatd in sensul urmitor:
orice propozitie @ poate fi pusd in corespondenid cu o judecats bine determinatj;
atunci, ori de cite ori vom spune cd o propozifie ¢ e adevirati intr-un model
M, aceasta va avea sensul ¢d modelul M este un element al judeciii pe care
O exprimd propozitia @.



Capitolul 1I

METATEORIA LOGICII DE ORDINUL INTAI
) A PREDICATELOR

§ 9. Limbaje si modele

Trecind de la logica propoziiilor la cea a predicatelor si incepem prin
a pune din nou intrebarea central pentru orice investigagie logic: Ce inseamni
cd propozifiile @,, ¢,, ... @, ... implicd logic propozifia y?

Un ridspuns satisfdcitor ar trebui s3 cuprind — aga cum am vizut pe exemplul
elementar al logicii propozijiilor — trei elemente:

a) O reconstructie sintactici a relafiei de implicaie logicd. Sintactic, implicatia
logicl e reconstruitd ca relatie de deductibilitate: y este demonstrabild din ¢,,
9p - @, In simbolun ¢, ¢, ... ¢, . A

b) O reconstructie semantici a relagiei de implicatie logicd. In plan semantic
relatia oferitd este cea de consecingd logicd: y este o consecinid logicd a propozifiilor
®p 9, ... ¢, In simboluri @, @, ... ¢, = y.

¢) O asertiune (sau un grup de aseriiuni) privind raporturile dintre cele
doult reconstructii. In general, e vorba de formularea unui rezultat de com-
letitudine (sau necompletitudine).

Cele trei elemente jaloneaz# direciiile pe care vom merge in cercetarea
prietdtilor logicii predicatelor. Primul pas va trebui s¥ constea in construirea
cisd a celor doud notiuni cheie: cea sintactici de deductibilitate §i cea semantici
consecinti logici. In mare, cele dou# noiuni sunt generaliziri ale notiunilor
respunzdtoare construite la nivelul logicii propozitiilor. Bundoar3, pentru a
labora in logica predicatelor nojiunea de deductibilitate, va trebui si plecim
la definitia acesteia in logica propozitiilor §i s4 o lirgim, prin considerarea
ementelor specifice ( a regulilor specifice, de exemplu) ale logicii predicatelor.
mantic insd, problemele sunt putin mai complicate.

Intr-adevir, si ne aducem aminte c¢i in definirea relafiei @, ... @,
v in logica propozifiilor, aceasti relatie are loc ddaci orice model in care
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sunt adevdrate toate propozitiile @, ... ¢ este un model in carc este adeviratd
$i propozifia y. Dar ce este un model al acestor propozifii? Desigur ¢i nu
mai putem si tratim drept modele aceleasi entitiji care erau modele in
cazul logicii propozitiilor. In orizontul logicii predicatelor, modele vor fi alt
fel de entitif,

Ce fel de entitd(i? Pentru a rdspunde acestei intrebdri, si observdm mai
intdi c§, atunci cdnd construim modelele in orizontul logicii propozitiilor,
trebuia s3 ne raportdm la un anumit limbaj L(S). Mentiondm atunci c¢d muljimea
modelelor unui astfel de limbaj L(S) depinde, Tn anumite privinje, de mulf{imea
S a literclor propozitionale (de pildd, cind S era finitd, mulfimea modelelor
pentru L(S) era infinitd; cind S era infinit num¥rabild, muljimea modelelor pentru
L(S) era infinit nenum3rabild; cind § era finitd, modelele pentru L(S) erau toate
finite etc.).

. Morala care decurge de aici € aceea ci nofiunea de model trebuie si fie
consideratd ca rclativi: relativd la limbajul ale cirui modele le cercetdm.

In acest capitol, limbajele considerate vor fi mult mai bogate decét limbajul
L(S); la rindul lor, modelcle pentru acestea vor fi mult mai complexe decéit
modelele pentru L(S). Aceste limbaje au Insd o serie de caracteristici comune,
motiv pentru care despre toate vom spune ci sunt limbaje de ordinul intdi
ale predicatelor (cu unelte mai precise, vom reveni asupra naturii acestor limbaje
§i asupra logicii construite in cadrul lor in paragraful 16 mai jos).

Informal vorbind, un limbaj de ordinul intdi al predicatelor — sau pe scurt,
un limbaj de ordinul intdi — este un instrument cu ajutorul cdruia pot fi ficute
enunfuri despre obiecte. Aceste Obiecte nu trcbuie, desigur, sd fie considerate
numai ca obiecte spajio-temporale: oameni, animale, galaxii, particule elemen-
tare etc. Ca obiecte putem trata numerele naturale, numerele reale ori mulgimile.
intr-un limbaj de ordinul intdi se pot formula propozifii despre aceste obiecte.
Propozitiile pot fi de dould feluri. Mai intdi, se formuleazd propozitii despre
faptul c3 un obiect are 0 anumitd proprietate sau ci dou# (sau mai multe obiecte)
stau ntr-o anumit3 relajie; de asemenea, se pot formula propozilii despre felul
in care, prin intermediul unor funcfii, plecdnd de la un anumit obiect (sau
mai multe obiecte) — argument(e) al(e) acelei funcfii — se obiine un nou obiect
— valoarea acclei functii pentru acel (sau acele) argument (argumente).

in formularea propozitiilor de primul fel — precum ,,Oamenii sunt mamifere®,
»Electronul are sarcind electricd negativd®, ,,Numarul 3 este mai mic decét numarul
7, ,,Numirul 4 este succesorul numdrului 3%, ,,Mulfimea numerelor este nevidd*
etc. — sunt folosite simboluri pentru proprietdii (ca ,,mamifer”, ,,sarcind electricd
negativd") §i pentru relagii intre obiecte (,,mai mic*). Vom spune cd aceste
simboluri pentru proprietdti §i relafii sunt predicate. Predicatele sunt unare,
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binare, ternare etc., in general n-are. Un predicat este n-ar dac¥ atunci cénd,
aplicat unui §ir de n nume de obiecte, ia nagtere o propozitie. De exempiu,
predicatul ,,om* este unar, cici aplicdndu-1 numelui ,,Socrate* ia nastere propozifia
.Socrate este om*. Predicatu! ,,mai mic“ este binar, cici aplicindu-l sirului
de douZ numerale 3, 7 obtinem propozitia ,,3 este mai mic decét 7.

in formularea propozitiilor de al doilea fel — precum ,,5 + 7 = 12“ sau
wSuccesorul lui 3 este 4 — sunt folosite simboluri funcgionale. Ca §i predicatele,
functiile sunt unare (functia succesor, de pildd) binare (functia adunare, de
pildd), in general n-are. Trebuie s& fim aten aici la urmdtorul lucru: in limbajul
de ordinul int4i functiilor le corespund simboluri functionale. Astfel, ,,+* este
un simbol <care apartine limbajului aritmeticii §i care denotd o funcfie binarj
- operatia de adunare intre numere.

In general, deci, un limbaj de ordinul intdi va cuprinde:

a) simboluri care denotd obiecte;

b) simboluri care denotd proprietdfi si relatii;

¢) simboluri care denotd funcii.

?

Intr-un limbaj de ordinul inti nu exist4 insi simboluri care s denote proprietiti
de proprietdfi sau proprietdii de functii. De pild4, intr-un limbaj de ordinul
int4i nu vom putea formula propozitia ,,A fi rationial este 0 proprietate esentiald
a omului“, fiindci ,,esenfial* este o expresie care denotd o proprictate a unei
proprictdf (rational) a unui obiect (a lui Socrate, si zicem); or, astfel de expresii
nu apar intr-un limbaj de ordinul intdi. De asemenea, nu putem formula
intr-un atare limbaj nici propozifia ,,Adunarea numerelor naturale este comutativa®,
deoarece ,,comutativ este 0 expresie care denotd o proprietate a unei funcii
{adunarea). Desigur, faptul ci adunarea este comutativd poate fi exprimat prin
propozitia:

Pentru orice numere x §i y, x + y = y + x.
care, aga cum vom vedea, este 0 propozitie a limbajului de ordinul intéi al
aritmeticii. fns¥ aici nu apare expresia ,,comutativ¥, nu se folosesc, deci, simboluri
care denotd proprietdfi de functii.

O problemd foarte importantd pentru logica de ordinul intdi a predicatelor
este urmdtoarea: ce predicate pot fi denotate cu mijloacele limbajelor de ordinul
intdi? Exemplul comutativiti(ii sugerecazi ci putem folosi limbaje de ordinul
intai pentru a comunica informatii care, 1a prima vedere, faceau necesare mijloace
mai puternice, bundoara simboluri pentru predicate de functii. Teoremele asupra
logicii de ordinul intéi a predicatelor pe care le vom cerceta in cele ce urmeazi
vor dovedi ci situatia este §i mai complicati: aparent, in logica de ordinul
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intdi putem folosi simboluri care sd denote proprietdfi ale multimilor (care
sunt tratate ca obiecte) precum , finit“, ,,infinit", ,,infinit num&rabil®, ,,infinit
nenumirabil* etc. Aparent, pentru a comunica informatia ci mulfimea X este’
finitd putem s3 folosim mijloacele simbolice ale unui limbaj de ordinul intéi.
Intr-adevir, aici ,.X“ este un simbol care denoti un obiect (0 multime), iar
»finit“ este un simbol care denotd o proprietate de obiecte. Dar, aga cum se
va dovedi in paragrafele de mai jos, ,.finit" nu este un predicat care si poatd
fi manevrat in logica de ordinul intdi, desi realmente denotd o proprietate a
obiectelor considerate (= a mulfimilor).

Si formulim acum in chip precis definitia limbajelor de ordinul intdi. Un
astfel de limbaj L cste o colectie de simboluri. Simbolurile vor fi fmpirfite
in trei grupuri:

a) simboluri constante individuale;

b) simboluri predicative;

¢) simbolur functionale.

Vom folosi litere latine mici ¢, ¢,, ... ¢, ca simboluri constante indi-
viduale, majuscule latine P, P, ... P, ca simboluri predicative §i majuscule
latine ¥, F,, ... F, ca simboluri functionale. Cénd, de exemplu, limbajul
L este finit, i1 putem scrie astfel:

L={P,..P;F,..F_ic,.. cq}

Uneori, simbolurile care apar in limbaj sunt standard. Astfel, limbajul teoriei
multimilor (in varianta Zermelo—Fraenkel) cuprinde numai un simbol predicativ
(pentru predicatul binar al apartenentei), dar nici un simbol constantd individual
§i nici un simbol functional. Deci

L = {e}

Limbajul aritmeticii cuprinde o constantd individuald — care denot numirul zero
—si trei simboluri functionale, care denotd functia succesor, operatiile de adunare
si inmulfirea. Agadar, acest limbaj poate fi scris sub forma:

L={S + -0}

Adesea este nevoie sd trecem de la un limbaj L la un altul L°, care are
toate simbolurile lui L, plus altele. In aceste cazuri scriem L < L’ §i spunem
ci L este o extindere a lui L, sau ci L este o restrdangere a lui L°. Cum
L si L° sunt mulfimi de simboluri, vom scrie §i L” = L U X, unde X este
multimea noilor simboluri.

S4 trecem acum din planul sintactic in cel semantic §i sd definim modelele
pentru limbajul L. Un model M este un model pentru L daci putem interpreta
in M toate simbolurile din L; altminteri, nu avem nici o indrituire sd spunem
ci M este un model pentru L. Ideea este simpl¥:
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a) daci ¢ este o constanti individuald a lui L, atunci acestui simbol trebuie
si-i corespundd in modelul M un obiect din M;

-b) daci P este un simbol predicativ n-ar, atunci lui P trebuie si-i corespunda
in M o relatie n-ard intre obiectele din M;

c) daci F este un simbol functional m-ar, atunci lui F trebuie s#-i corespundd
in M o funcfie m-ard de la obiectele din M la obiectele din M.

Aceste operafii prin care simbolurilor. din L facem si le corespundi
obiecte, relajii sau functii din M le vom numi interpretdri §i le vom nota cu
L, 1, 1, etc.

Un model M va cuprinde agadar o mul{ime nevidd de obiecte, numitd do-
meniul lui. M. In acest domeniu.

a) fiecdrei constante individuale ¢ a lui L i corespunde un obiect constant
x din A, in simboluri /(c) = x € A (sd subliniem aici c¥, potrivit notatiei
folosite, ,,x** nu este o variabild individuald, aga cum se obignuieste si se scrie
adesea In logicd; simbolul ,.x** este folosit ca nume pentru un obiect constant,
anume din A); ]

b) fiecdrui predicat n-ar P al lui L 1i corespunde o relatie n-ard R intre
obiectele din domeniul A, in simboluri I(P) = R < A%

¢) fieclrei funclii m-are F a lui L i corespunde o functie m-ard G, definitd
pe mul{imea A™, care atageazd fiecirui m-tuplu de obiecte din A un obiect din
A, In simboluri: I(F) = G: A" > A.

Asadar,dacd L = {P,, ... P; Fy, ... F ; ¢, ... ¢}, atunci un model pentru
L-este o structurd M = (A, R, ... R; G, ... G x,, ... x). Vom observa,
de asemenea, cd n aceeasi structurd M putem interpreta in moduri diferite
simbolurile lui L. De pilda, putem face astfel incat /(P) = R, si I(P,) = R,,
dar'§i I'(P))) = R, si I'(P,) = R,. De aceea, nu este suficient si spunem: M
este un model pentru L; trebuie spus: M este un model pentru L sub interpre-
tarea I.-Pentru a fi rigurosi, ori de cite ori avem in vedere un model al unui
limbaj L e:deci nevoie si menfionim explicit interpretarea / pe care o admitem.
De¢ multe ori insd, atunci cand pentru o structurd M nu considerim decit o
singuri interpretare, ori cand interpretarea este presupusi, nu vom mai meniona
explicit interpretarea admisi.

S¥ luim un exemplu. Fie L = {poet, romacier} un limbaj care nu cuprinde
decét doui predicate unare. Un model M pentru L va fi deci o structuri de
tipul (A, R,, R,). S zicem cd A este mulfimea cetdfenilor romani la 1 ianuarie
1994, iar R, §i R, sunt doud submultimi ale lui A; sd presupunem in plus
¢d R, este mulfimea poctilor, iar R, este mul{imea romancierilor (in ambele
cazurl, aceste persoane sunt cetd{eni roméni). Potrivit unei interpretdri / a limbajului
nostru, predicatului ,,poet” fi corespunde mulfimea R, (a poegilor), iar
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predicatului ,,romacier* fi corespunde multimea R, (a romancierilor). E limpede
ci modelul M al lui L este un model intentionat al limbajului L, fiindcd el
descrie o situatie care efectiv are loc. S& considerdim ins3 o alti interpretare,
I, care atageazd predicatului ,,poet’ mulfimea R, (a cetdfenilor care, de fapt,
sunt romancieri), iar predicatului ,,romancier* multimea R, (a cetd{enilor care,
de fapt, sunt poefi). Acest model M al lui L, sub interpretarea /°, desigur ci
nu descrise o situatie care efectiv are loc; dar el descrie o situatie posibila,
o situatie In care cei care de fapt sunt poefi ar fi romancieri, iar cei care
de fapt sunt romancieri ar fi poefi.

Pentru a evidentia, atunci cind este cazul, care este interpretarea cu care
se lucreazi, vom face apel la o pereche de forma (M, /) pentru a vorbi despre
modelul M. Dar dacd interpretarea / poate fi identificatd fard nici o
dificultate, pentru a vorbi despre modele ne vom referi pur §i simplu la structuri
de tipul M.

Fie acum doui modele (M, I) si (M7, I) ale limbajului L. Vom spune
cd relatia R din modelul (M, I) corespunde relatiei R” din modelul (M’, I")
dacd exist? un predicat P al lui L si /(P) = R, I'(P) = R". Convenm similare
pot fi introduse §i pentru celelalte simboluri ale lui L.

S& presupunem cd L” este o extindere a lui L; agadar, existd o mulfime
X de simboluri care nu aparin lui L, §i L* = L U X. Fie (M, I) un model
al lui L. Putem extinde interpretarea / astfel incit in A s fie interpretate toate
simbolurile din X. Vom numi interpretarea obtinutd, /°, extinderea lui / 1a limbajul
L. Acum, (M, I) este un model al lui L"; vom spune ci (M, I") este extinderea
lui (M, I) la limbajul L” sau ci (M, I) este restringerea lui (M, ) la L.

Se numeste cardinalul sau puterea modelului M cardinalul mulgimii A,
deci /A/. Daci A este finitd, spunem c3 M este un model finit; dacid A este
infinit num#rabild, spunem c3 M este infinit numrabil; dacd A este infinit
nenumirabi'd, spunem c# M este infinit nenumdrabil. -

Cele mai importante nofiuni care pot fi introduse in acest moment sunt
cele de izomorfism intre doud modele §i de submodel.

(9.1) Doud modele M si N” ale lui L sunt izomorfe, in simboluri
M = M’, ddac? existd o funcfie bijectivd f: A —» A" astfel incit

a) Dacd R este o relatie n-ard din M, iar R este relajia corespunzitoars
acesteia din M", atunci oricare ar fi obiectele x, ... x_din A,

R(x,, ... x) ddacd R'(fix), ... fix))

b) Dacd G este o functie m-ari din M, iar G* functia corespunzitoare ei
din M", atunci oricare ar fi obiectele x,, ... x , x_ , din A, dacd G(x,, ... x,)
=X atunci

m+ ]

G’(f(xl)v e f(x,,.)) = f(xm + l)
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¢) Oricare ar fi obiectul constant x din M §i obiectul corespunzitor lui
x" din M’,

Jfix) = x".

Conditiile cuprinse in definifia (9.1) sunt intuitive. in primul rind, functia
f face ca fiecare obiect din domeniul A al lui M si aibd ca imagine un obiect
din domeniul A" al lui M". Acum, conditia (c), de exemplu, spune urmétoarele:
s4 presupunem c¥ existi o constantd individual¥ ¢ in limbajul L. Prin interpretare,
in modelul M ei i corespunde un obiect din A, obiectul x si zicem. Acestui
obiect din A prin functia fi se atageaz¥ un obiect x” din domeniul A” al modelului
M’. Condifia (¢) ne asigurd ci acest obiect x” din A" este obiectul prin care
este interpsetatd in M~ constanta ¢ a limbajului L. Sau, condi;ia (a) spune
urmitoarele: fie un predicat P n-ar al limbajului L. fn M, lui fi corespunde
o relatie n-ard R intre obiectele domeniului A. in M’ lui 1i corespunde o relafie
n-ari R’ ntre obiectele domeniului A”. Acum fie obiectele x,, ... x, din A care
se afli intre ele in relafia R. Condlpa (a) ne asigurd cd nelapa R’ are loc intre
obiectele din A care corespund prin funcfia f acestor obiecte.

(9.2) Un model M’ se numeste submodel al lui M, In simboluri
M ¢ M, dacd A" c A

a) Orice relatie R” n-ard din M~ este restricfia la A" a relatiei R corespun-
z8toare din A, in simboluri R* = (A)" N R,

b) Orice functie m-ard G” din M” este restricjia la A" a functiei G corespun-
zditoare din M, in simboluri G* = G/(A).

c) Fiecare obiect constant din A" este obiectul constant corespunzitor
din M.

Invers, dacd M~ < M, spunem ci M este 0 extindere a lui M",

Se aratd ugor ci:

(9.3) Daci M = M, atunci /A/ = [A7/.

(94 Daca M o M si M  c M”, atunci M ¢ M™",

(9.5) Daca M ¢ M’, atunci /A/ < /A"/. )

(9.6) Relagia = este o relatie de echivalentd (adicd, este reflexivi, simetrici
§i tranzitivd).

§ 10. Formalizarea limbajelor de ordinul intai

Dati fiind nofiunea de model introdus3 in paragraful anterior, pini in prezent
nu putem decdt sd spunem care e interpretarea unui simbol al limbajului Z;
nu ¢ insd posibil incd sd decidem dacd anumite propozifii sunt adevirate sau
nu intr-un model. Altfel zis, dac3 ¢ este o propozitie §i M este un model, nu
putem incd sd rdspundem la intrebarea: Cénd este adevirati propozifia ¢ in M?
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Un r3spuns satisficitor necesitd doud elemente:

a) s3 se precizeze ce este O propozitie ©;

b) s4 se precizeze ce Inseamni c3 o propozitie ¢ este adevdratd intr-un model
M, in simboluri M |= @; asadar, sd se construiascd relatia semanticd I=.

Riéspunsul la punctul (a) va consta in a formaliza limbajele de ordinul intai,
la punctul (b), esential se va dovedi notiunea de satisfacere. in acest paragraf

.. vom aborda primul punct.

, Pentru a formaliza un limbaj de ordinul intdi, fie L acesta, trebuie parcursi
doi pasgi:

1) s& se construiascd notiunea de formuld a lui L;

2) s# se construiascd limbajul L ca sistem formal.

Pentru aceasta este necesard utilizarea urmitoarelor simboluri logice:

(i) conective logice: —, A, v, —, ©;

(ii) variabile individuale: v, v, v, ... V;

(iti) identitatea: = ;

(iv) cuantificatorul: ¥; -~

(v) paranteze: (,).
S# preciziin, mai intdi, ci V se citeste: pentru toi; apoi, identitatea este un
simbol pentru o relatie binari intre obiecte. In sfarsit, din motive de economie
nu vom mai folosi in cele ce urmeazi decit conectivele logice — si A. Cici,
cum se stie, toate celelalte pot fi definite cu ajutorul acestora doud. Acest lucru

va fi adesea presupus.

In logica predicatelor, definifia formulei este mai dificild decét in cazul
logicii propozifionale. Principala complicatie provine din faptul ci in logica
predicatelor unele siruri de simboluri sunt formule, iar altele sunt termeni (in
timp ce, desigur, alte giruri de simboluri nu sunt nici formule, nici termeni).
Prin termeni vom intelege, informal, expresii care nu stau pentru stiri de lucruri,
ci pentru obiecte. Definifia termenilor lui L va fi formulati in mod inductiv.

(10.1) Definitia termenilor lui L:

a) o variabili este un termen;

b) un simbol constant din L este un termen;

¢) dacd F este un simbol funcfional m-ar din L §i ¢, ... ¢, sunt termeni,
atunci F(z, ... t) este un termen;

d) un sir de simboluri logice sau ale lui L este un termen daci §i numai
dacd se poate obtine prin aplicarea de un numir finit de ori a clauzelor (a)—(c).

Bundoard, in cazul aritmeticii, termenii vor fi, de exemplu, 0, SO,
Ve 0+ 0, O+ v, SO + v, etc. Intuitiv, termenii sunt expresiile care denoti
numerele naturale.

-
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(10.2.1) Formulele atomare ale lui L sunt girurile de simboluri logice sau
din L de forma:

a) t, = t,, unde 1, §i £, sunt termeni ai lui L;

b) P(t, ... t), unde P este un simbol predicativ n-ar al lui L, iar
t, .. t sunt termeni ai lui L.

(10.2.2) Definitia formulelor lui L:

a) orice formuli atomard a lui L este formuld;

b) daci ¢ §i y sunt formule, atunci (¢ A W) si (— ¢) sunt formule;

c) daci @ este o formuld iar v este o variabild, atunci (V v)¢ este o formul;

d) un sir de simboluri logice sau ale lui L este 0 formul# dacd §i numai
daci se poate ardta cd este formuld prin aplicarea de un numdr finit de on a
clauzelor (a)(c). ,

In mai multe ocazii va fi nevoie si folosim nofiunea de subformuld a unei
formule ¢ a lui L. Intuitiv, ,,subformuld a lui ¢“ desemneazd orice parte a lui
@ care este ea insisi formuld. in chip precis, nofiunea e dati inductiv prin definitia
urmadtoare: :

(10.3) y este o subformuld a lui ¢ ddaci:

a) ¢ este o formuld atomard §i y este @; sau

b) ¢ este o formuld (- ¢,) §i y este ¢ sau o subformuld a lui @; sau

c) ¢ este o fomuld (9, A ¢,) si ¥ este ¢ sau este 0 subformuld a lui
@, sau a lui @,; sau, in sfarsit, -

d) ¢ este o formuld (V v)9, i ¥ este @ sau este 0 subformuld a lui ¢,.

In continuare, este preferabil sd facem unele abrevieri:

@ v)p fn loc de ~ (V v) (- @)

— @ in loc de (- ¢)

P, AQ, ..o inlocde (9 A (@ A (.0).) .

Doud notiuni importante §i corelate sunt cele de variabild liberd §i variabild
legata.

(10.4.1) Variabila v este liberdi in termenul ¢ ddaci

a) t este v; sau

b) t este F(z, ... t) si existd termenul ¢, (1 < i < n) astfel incht v este
liberd in .

(10.4.2) Variabila v este liberd in formula ¢ ddaci

a) @ este ¢, = 1, si v este liberd in ¢, sau in ¢; sau

b) ¢ este P(r, ... t) §i v este liberd in unul din ¢, ... ¢; sau

C) ¢ este — Y §i v este liberd in y; sav

d) ¢ este y A x si v este liberd in y sau in y; sau

€) ¢ este (V v)y si v este liberd in y §i v, este diferitd de v.
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(10.4.3) Variabila v este legati in @ ddacd v nu este liberd in @ §i v este
liberd intr-o subformuld a lui @.

In cele ce urmeazi vom scrie KV, ... v,) pentru un termen ¢ ale cdrui variabile
sunt elemente ale multimii {v,, ... v, }; §i vom scrie ¢ (v, ... v,) pentru o formuld
ale cirei variabile libere sunt cuprinse in mulfimea {v, ... v .}.

Cu ajutorul nofiunii de variabild liberd se poate defini acum notiunea de
propozifie a lui L: .

(10.5) O propozitie a lui L este o formuld a lui L fir¥ nici o variabild liber3.

Vom folosi literele o, T, 6, eventual cu indici, pentru propoziiile lui L.

S3 notim acum urmitoarea teorema:

(10.6) Multimea tuturor formulelor lui L este:

a) infinit numirabil, cdnd L este 0 mul{ime finitd sau infinit num¥irabili;

b) de acelasi cardinal cu L, cind L este infinit nenum¥rabila.

Acum vom trece la cel de-al doilea pas al formalizirii limbajului de ordinul
fnt4i L: construirea unui sistem formal. in acest scop, avem nevoie de douX
ingrediente: axiome logice §i reguli de inferentd.

¥

1. Axiomele logice. Acestea sunt de trei feluri: ‘

1) Axiome propozitionale. Dacd ¢ este o tautologie a lui L(S), iar y este
o formuld a lui L care se obtine din ¢ substituind simultan gi uniform literele
propozifionale din @ cu formule ale lui L, atunci  este 0 axiom3 propozifional
a lui L. Formula y obtinutd astfel se numeste tautologie a lui L.

2) Axiome ale cuantificatorilor. Acestea sunt de doud tipuri:

(i) Daci @ si y sunt formule ale lui L iar v nu este liberd in @, atunci
urmdtoarea formuld este axiomi:

V)@ =W O (VWY

(ii) Dacd ¢ §i y sunt formule ale lui L iar y se obtine din ¢ inlocuind
fiecare aparifie liber# a variabilei v cu termenul ¢ n care nu apare nici o variabild
care este legatd in ¢, atunci urmitoarea formuld este axiomd:

Vve-ovy - \

3) Axiome ale identitafii. Fie v §i v" variabile, #(v,, ... v.) un termen, iar
(v, ... V) O formuld atomard. Atunci sunt axiome:

@v=yv ‘

@v=v 2>y e V, _p VWV, V)=V oo V,_p VSV, V)

@Y=V " = OV e V, sV Vi Vo) D OV e Y,V Vi, V)

Binecunoscutele proprietdfi ale identitdfii se demonstreazi ugor:

(10.7) Identitatea este reflexivd, tranzitivd, simetrici. (Este deci o relatie
de echivalenti).

-
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Demonstratie. Reflexivitatea este exprimatd prin (i). Simetria identititii se
demonstreazd ludnd in (iii) pe @ ca v, = v. Atunci formula urmitoare este axiom4:
v=y > (v=v v =V
Prin logica propozitionald avem
vy 2> {(v=yv v =v)
gi, {indnd seamd de (i), prin modus ponens deducem
v=v = v =y qed
Peutru a arita ci identitatea este tranzitivi, se ia in (iii) formula ¢ ca v, = v,.
Avem:
v=v ==y S5V =y)
iar prin logica propozitiilor se obtine:
=vAav=y)->v =y
Tindnd cont de simetria identiti(ii, aplicatd formulei v = v°, decurge:
W=vav=yv) >V =y, qed

I Regulile de inferend. Aldturi de regula de detagare (modus ponens),
in sistemul L se acceptd:

Regula generalizdrii: din ¢ se inferd (Vv)o.

Dati fiind construcfia sistemului formal L, este posibil s3 introducem alte
nofiuni, precum: 1) notiunea de mulfime consistentd; 2) notiunea de teoremd
a lui L; 3) relafia: ¢ este deductibild din mul{imea de propozifii Z; 4) nofiunea
de mulfime maximal consistentd (in L) de propozitii etc. In cazul logicii predicatelor,
definirea acestor notiuni nu ridic probleme speciale faji de cazul logicii
nropozitionale. Ceea ce trebuie totusi avut in vedere e, pe de o parte, faptul
cd in logica predicatelor sunt doud reguli de inferent i, pe de alt¥ parte, faptul
" cj in logica predicatelor in inductia asupra complexitdfii formulelor apar formule
de tipul (¥v)p De pild4, tinind seami de aceste fapte, relagia I - ¢ (0 este
deductibilz in L din multimez X de propozifii) se obtine modificind definifia
(5.8) in felul urmitor:

{10.8) Propozifia ¢ este deductibild in L din mulfimea £ de propozitii,
in simboluri Z - ¢, ddacd existd un gir finit de formule @, ... @, astfel incit
¢ = @, si orice formuld @_ (0 < m < n) este sau o tautologie a lui L, sau apartine
lui Z, sau este inferatd prin regula detajdrii din doud formule ¢ _. si ¢_. care
apar mai devreme in gir (deci: m” < m, m”” < m), sau, in sférsit, ¢, este inferatd
prin regula generalizdrii dintr-o formuld ¢_. care apare mai devreme in §ir.

Dat fiind faptul c# in acest loc nu apar dificultiti speciale care {in de logica
predicatelor, nu vom repeta demonstratiile teoremelor care urmeazi. Ele sunt
lisate ca exercifii. In teoremele ce urmeazi, I este o mulfime de propozitii,
lar ¢ §i T sunt propozitii.

Ed
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(10.9) X este consistentd ddaci orice submultime finiti a lui Z este consistenti.

(10.10) Dacd Z este maximal consistentd, atunci oricare ar fi propozitiile
cs§iT,

a) X I o ddaci o € Z;

b) c ¢ Z ddacd — 6 € Z;

c)onte XZddacioe Zsite I

(10.11) Teorema deductiei. X U {6} - ¢ ddacd £ }- ¢ — ¢. (Atengie: £
este o mul{ime de propoziii; conform conventiei ficute, ¢ € tot o propoziie;
o este o formul¥, deci poate fi o propozifie, desi nu e obligatoriu sd fie astfel).

(10.12) Teorema lui Lindenbaum. Orice multime X consistent de propozitii
din L poate fi extinsi la o mulfime maximal consistentd de propozitii din L.

Fie acum Z = ¢ (mul{imea vidi). Vom spune c3 ¢ este 0 teoremd a lui
L, in simboluri I~ o, ddacd ¢ + o.

§ 11. Notiunea de satisfacere

Fie propozitia ’ i

(1) Bush este americarn.

Ea este adevirati numai dacd Bush are o anumitd proprietate, anume
aceea ci _'

(2) E! este american.

Am subliniat pronumele ,.el* pentru a ardta ci denotd acea persoand care
satisface proprietatea de a fi american. lar respectiva persoand are proprietatea
aceea indiferent de felul in care o numim in limbajul nostru, mai mult, indiferent
de faptul c3 noi avem sau nu un nume pentru a vorbi despre ea.

Propozitia (1) este formulati intr-un limbaj — limba roméani. In (1) apare
o constanti individuald — ,,Bush* — si un predicat unar — ,,american. Expresia
(2) aratd care este starea de fapt pe care o denotd propozitia (1), anume cd acéa
persoand pe care o denotd numele ,,Bush®, deci el, acel om, posedd o anumitd
proprietate, proprietatea de a fi american - i pe care limbajul nostru o surprinde
cu ajutorul predicatului ,,american®. Starea de fapt nu depinde, desigur, de faptul
cd In limbaj s-a intdmplat sd folosim o0 anumitd expresie — constanta individuald
,»Bush* — pentru a vorbi despre acea persoand; putem s# folosim §i alte expresii
in acest scop, bundoard ,,urmagul lui Reagan la Casa Albd“ sau ,,vicepresedintele
S.U.A. in timpul administratiei Reagan‘ etc.; dupd cum starea de fapt ar fi existat
chiar daci limba roman# nu ar fi avut la dispozifie nici o expresie care sd denote
acea persoand.

Acea persoand are (sau: posedd; sau: satisface) proprietatea de a fi american.
Relafia exprimati aici, intre o persoan §i o proprietate este una care se constituie
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la nivelul lumii, deci este o relatie care are loc (sau nu are loc) in lume (lumea
rcald, In particular). Pe de altd parte ins4, relafia dintre numele ,,Bush* §i predicatul
,american este una sintactici: cele doud simboluri sunt puse impreund in limbaj
pentru a forma o propozitie. Cand ne intrebdm acum dacd (1) este adeviratd,
raportdm la ,,Jumea reald” aceastd propozifie. Spunem cd ea este adevdratd atunci
cind persoana denotatd de ,,Bush* satisface proprietatea exprimatd de predicatul
»american®.

Din cele spuse decurge cd a satisface este o relatie intre un obiect §i 0
proprietate; mai fn general, fntre un gir x,, ... x_de obiecte §i 0 relafie n-ard.
Spunem ci obiectul sau obiectele din gir satisfac proprietatea sau relatia respectiva.
In felul in care a fost construitd aici relagia de satisfacere, ea nu implica in
nici un fel considerente de naturd sintacticd; ea exprimd ceea ce se intdmpld
la nivelul unui model sau al altui model al limbajului.

In cele ce urmeaz3 relatia de satisfacere va primi ins¥ un cu totul alt injcles.
Ea va fi construitd ca un raport intre un predicat n-ar i un gir x,, ... x de
obiecte; de pildd, ca un raport intre un predicat unar §i un obiect. Intuitiv, in
accst din urmd caz, sustinerea cd obiectul x satisface predicatul P va insemna
cd acest obiect posedd proprietatea exprimatd de predicatul P. De pildd, persoana
Bush satisface predicatul ,,american (predicatul, nu proprietatea!). Trebuie accentuat
aici urmitorul lucru: un obiect x poate si satisfacd un predicat P indiferent de
numele pe care l-am folosit pentru a identifica obiectul x si il satisface chiar
dacd acest obiect nici nu are un nume in limbajul din care face parte P.

Concluzia care decurge de aici este urmitoarea: criterile folosite pentru
a determina dac3 o propozifie ca (1) este adevdratd nu sunt aceleasi cu cele
folosite pentru a determina dacd Bush — persoana Bush — satisface predicatul
wamerican“. Intr-adevir, in cazul propozitiei (1) se procedeazi astfel:

a) se determind persoana care reprezinid inlerpretarea constantei ,,Bush® in
modclul M considerat {in cazul nostru, modelul este o parte a lumii reale);

b) se determind prin ce proprietate a fost interpretat in M predicatul ,,american*;

¢) se cerceteazd dacd persoana respectivd face parte din multimea prin care
s-a interpretat predicatul.

. Dar, pentru a determina dac¥ persoana Bush satisface predicatul ,,american®,
nu este nevoie de pasul (a). Lipsa acestei constringeri creeazd posibilitatea ca
un predicat si fie satisfacut de obiecte care nu au nume fn limbaj. S& presupunem,
de exemplu, cd limbajul L contine predicatul ,,numdr real“. Atunci, pentru a
determina valoarea de adevdr a propozitiei

(3) 0 este numir real. '
se procedeazd potrivit pagilor (a)~(c). Cum in limbaj existd insd un numir cel
mult infinit num¥rabil de nume pentru numere, inseamnd c# prin procedura (a)-{(c)

95



nu se poatc conchide decét despre elementele unei mul{imi infinit numdirabile
de numere reale cd satisfac predicatul ,,numdr real”. Dar muljimea numerelor
rcale este infinit nenumdrabil3. Ca urmare, procedura (a)~(c) nu permite s3 afirmim
cd §i numerele pentru care nu existd nume in limbaj satisfac predicatul ,,numir
real*. Insa, daci este dati la o parte condifia (a), s¢ poate pune problema daci
cste sau nu numir real §i un obiect care nu e numit in L.

Utilizarea relatiei de satisfacere in felul mentionat aici prezintd §i un alt
avantaj. Fie propozitia lui L:

(4) Orice numir real intre 0 §i 1 este mai mic decét 3.

Propozijia (4) este adeviiratd atunci cind fiecare numdr aflat intre 0 si 1 satisface
predicatul ,,mai mic decit 3“. Pentru a determina dacd s¢ intdmpla asa, trebuie
sd ludm fiecare numir x §i sd-1 comparim cu numdrul 3. Dacd dc fiecare dat3
se obtine rezultatul c& acel numdr este mai mic decdt 3, atunci se poate conchide
cd (4) este adeviratd.

S4 presupunem insd ¢ vrem s3 aplicdm procedura descris3 de (a)-(c) pentru
a determina dacd (4) este adcviratd. Pentru acesta, trebuie sd producem propozitii
de forma (1), deci propozitii in care, aldturi de predicatul ,,mai mic decéat 3%,
apar nume proprii pentru numerele reale considerate, de pildia ,,0¢, ,,1/2%, ,,In2"%,
.1 etc. Se poate spune atunci ceva de genul urmitor: o propozific de forma
lui (4), deci de forma

) (v v) PO
este adevidratd ddacd rezultatul punerii oricdrui nume propriu pentru obiectele
din domeniu in locul veriabilei v in expresia P(v) este o0 propozitic adevirati.
De pildd, (4) e adeviratd ddacd ori dc cite ori inlocuind in formula ,,v este
mai mic decit 3“ variabila v cu un nume propriu pentru un numdr real aflat
intre O si 1, obtinem o propozifie adevératd. Or, acest criteriu este inadecvat,
fiindc¥ desi prin respectiva fnlocuire obtinem desigur numai propozilii adevirate,
totusi incd nu putem spune cd (4) ¢ adeviratd, fiindcd in (4) nu se vorbegle numai
desprc numerele reale dintre 0 si 1 care au nume, ci despre roate numercle
reale dintre 0 si 1, afirndndu-se cd toate sunt mai mici decat 3. (Asupra acestei
proceduri vom reveni mai jos, in capitolul IV, cdnd vom discuta cuantificarea
substitufionald).

Dar chiar dacd uncori avem nume proprii pentru toate obiectele, inc3 e posibil
ca strategia descrisd mai sus, bazatd pe procedura (a)<{c), sd nu dea rezultate
corecte. Fie urmitorul exemplu: pe coperta cirtii pe care o citegte bdiatul meu
Andrei cu o deosebitd plicere este trecut numele autorului: Tudor Arghezi. Cum
»Tudor Arghezi** estc pscudonimul lui fon N. Theodorescu, inseamnd ¢d lon
N. Theodorescu satisface predicatul ,,poet apreciat in mod deosebit de Andrei®.
Dar propozifia
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(6) lon N. Theodorescu este un poct apreciat in mod deosebit de Andrei.
e falsi, fiindcd Andrei nu gtie ¢d ,,Tudor Arghezi* denotd aceeasi persoand ca
§i ,.Jon N. Theodorescu‘“ Pe de altd parte insd, intrucét lui Andrei fi place cartea
scrisd de Tudor Arghezi, pe care el o citeste, inseamnd ci este adevdratd propozifia

(7) Tudor Arghezi este un poet apreciat in mod deosebit de Andrei.

Comparind propozitiile (6) si (7), tindnd cont de faptul ci ele au valori
de adevir diferite, vom conchide: situatia c3 persoana Ion N. Theodorescu
satisface predicatul ,,poet apreciat in mod deosebit de Andrei* (in imp ce propozitia
(6) e falsa!) aratd cd procedura (a)—(c) nu reugeste sd dea seami de toate cazurile
in care un obiect sau o persoand satisface un predicat.

Exemplul propozitiilor de tip (5) dovedeste in plus cd, pentru a construi
in mod precis notiunea de satisfacere, este nevoie s se acorde o atentie speciald
propozitiilor in care apar cuantificatori. In al doilea rnd, va trebui sX generalizim
notiunea de satisfacere: va trebui s admitem cd ea se poate aplica nu numai
predicatelor din L, ci tuturor predicatelor pe care le putem construi cu ajutorul
predicatelor din L. Altfel zis, va trebui s putem s o aplicdm twturor formulelor
lui L. Intr-un caz particular, cind formulele considerate au o singuri variabili
liberd, vom avea deci sd determinim dacd e adevdratd o propozijie de forma

(59 (v o
S4 lu#m, de pildd, propozitia

(8) Existd un numdr real intre 0 si 1 mai mic decédt 4/5 si mai mare
decdt 3/4.

Cum determindm dacd (8) este adeviratd? Dacd definifia relagiei de satisfacere
¢ datd numai pentru predicatele lui L, nu pentru orice ¢, nu vom putea sd
determindm valoarea de adevdr a lui (8), in general a unei propozitii de forma

9 3 WP, A P,(v) ‘

Fie acum ¢ o formuld in care apar —libere sau legate — variabile din mulfimea
{vs ...v v,}. Problema este de a determina cdnd un sir de n + 1 obiecte
X, ..., X, satisface formula ¢. Definilia relagiei: girul x, ..., x_satisface formula
¢ presupune insi ¢4 ne raportidm la un model M, in domeniul cAruia apar obiectele
X, ..., X. Vom proceda in felul urmdtor: mai intdi, vom defini valoarea unui
termen ¢ in M pentru sirul Xy --» X3 apoi, relafia: girul x,, ..., x_ satisface in
M formula atomic3 ¢; In sfirgit, vom extinde prin inductie definifia relatiei
de satisfacere 1a orice formuld a limbajului L.

(11.1) Definifia prin inductie a valorii t((x,, ..., x)) in M a termenului
(v, ..., v,) pentru sirul de obiecte x,, ..., x:

a) daci r este v, awnci #((x,, ..., x))) este obiectul x, (al i + 1-lea obiect
din girul x,, ..., x);
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b) daci ¢ este o constantd c, atunci #((x,, ..., x)) este interpretarea /(c) a
constantei ¢ in modelul M (evident, /(c) nu depinde de sirul x, ..., x);

¢) dacd t este F(z, ... t), unde F este un simbol functional m-ar, atunci
t((xy ..., x)) este G(t,((xys +os X))s ov £,((Xy .., X)) unde G este interpretarea
I(F) a Iui F in modelul M.

(11.2) Definifia relagiei: x,, ..., x_ satisface formula atomicd ¢ in M, in
simboluri M 1= ¢((x,, ..., x)):

a) dacd ¢ este o formuld £, = £, unde t,(v,, ... v) §i £,(v,, ... v ) sunt termeni,
atunci

M=t =t(x, .. x)) ddacd £,((x, .... x)) = 4,((xp ..es X));

b) dacd ¢ este o formuld P(¢,, ... ¢ ), unde P este un simbol predicativ
m-ar, iar £(v,, ... V),... £ (¥, ... V) sunt termeni, atunci

M I= P, ... t )(x, ..., x)) ddacd R(t, (x5 ..y X))seee £, (X ees X))
unde R este interpretarea /(P) a lui P in modelul M.

(11.3) Definifia inductivi a relatiei M |= ¢ ((x,, ..., x)) pentru orice formuld
QaluiL: '

a) daci @ este o formuld — v, atunci .

M= ¢ ((x,, ..., x)) ddacd nu e adevdrati cd M I= y((x,, ... X))

b) dacd ¢ este o formuld y A ¥, atunci

M= ((x, ..., x)) ddaci M |= y ((x,, ..., x))) §i M I= x((x,; ..., X))

¢) dacd ¢ este o formuld (¥ v )y, cu 0 <i < n, atunci M I= ¢((x,, ..., x,)) ddac
orice sir obfinut din x,, ..., x, inlocuind pe x, cu un obiect oarecare din domeniul A
al lui M satisface pe y in M, in simboluri

M= ¢((x,, ..., x,)) ddacd pentru orice x € A, M I= y((x,, ... X, _,, X, X, ;5 ... X))

Ca exercifiu, definiia (11.3) se poate completa pentru cazurile cind ¢ este
YV ¥, ¥ > xsau (3v)y. Tindnd seami de faptul ci (v )y este o prescurtare
pentru — (V v)—y avem, de pildi: M = (3 v) y((x,, ..., x)) ddaci existd un obiect
x €A astfel inclt M l= y((x,, ... X,_, %, X, , |, .. X)) -

Ideea intuitivd aflatd la baza definitiei (11.1) este urmitoarea: termenii
limbajului L sunt acele giruri de simboluri (din L sau logice) care stau pentru obiecte.
Un termen ¢ este injeles ca nume pentru un obiect; intr-un model M un termen ¢
numeste un obiect x din domeniul A al lui M. Problema ¢ s se determine care este
acel obiect numit de ¢ in M. Daci ¢ este o constanti individual3, atunci, conform cu
cele ardtate in paragraful 9 mai devreme, ¢ este nume pentru acel obiect din A care
corespunde lui ¢ prin funcfia de interpretare (functie care ne este deja dati fn acest
moment). Deci, dacd /(f) = x, atunci, ¢ € nume pentru x in M. Daci ¢ este de forma
F(t,, ... t ), iar pentru fiecare ¢, (i £ m) am determinat, cu ajutorul funciei de
interpretare / carc este obiectul numit de ¢, in M, atunci, cum funciia de interpretare
ne da /(F) = G, cu G o funcjie A™ — A, §i cum cunoagtem obiectele x, numite de
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argumentele ¢ alelui F, vom gti gi valoarealui G pentru argumentele respective, deci
pcG(x,, ..., x ), care e unobiect x numitin M de F(z,, ..., ¢ ). Vom spune c# obiectul
numit de un termen ¢ in M este valoarea lui ¢t in M.

Lucrurile se complicl insd cind ludm in considerare variabilele individuale.
Potrivit definitiei (10.1), orice variabild este un termen i pot fi construifi termeni
cu ajutorul variabilelor. Atunci trebuie s3 ddm sensideii cd §i variabilele sunt nume
pentru obiecte. Dar, desigur, 0 variabild nu ¢ nume pentruun obiect constant; eaeste
nume pentru un obiect, insi il numegste nu univoc, ci intr-un chip ambiguu. in
formula ,,vestec numdr real”, variabila v este un nume pentru un numir real, dar nu
pentru unul anume: v numeste ambiguu acel numdr real.

Problema c deci aceea de a trata, relativ 1a modelul M, si variabilele ca nume
pentru obiectele din A. Avem doud posibilitdi:

a) Fiecdrei variabile v, i atagdm ca valoare un obiect din 4; de pildd, ludm toate
obiectele din A, le punem intr-o ordine i stipuldm; valoarea lui v, este al i-1-lea
obiect din girul format. In acest caz variabilele sunt tratate exact ca §i constantele
individuale;v, numai numegte ambiguu unobiect, ¢iin M aceastd variabild numegte
un obiect precis determinat. Pentru a pdstra aceastd intuitie, putem proceda astfel:
se construiegte un model M care e intru totul 1a fel cu M, cu excepfia faptului cd in
M’ valoarea lui v, nu mai este al i—1-lea element din §irul nostru, ci, si zicem, al
i+1-lea. Desigur cl procedind astfel se obtine un numirinfinit (cAind A este infinit)
de modelele de tipul lui M”. A spune cd ce o constantdiar v, o variabil3, care deci
¢ un nume ambiguu, revine la a spune ci {n toate aceste modele ¢ numegte unut §i
acclagi obicct, dar v, numeste obiecte difente in modele diferite.

Dificultatea cu aceastd strategie apare atunci cind trebuie sd determindm cand
e satisficutd in M o expresie precum (V v)y. Definifia (11.3), punctul (c), ar trebui
refdcutd dupd cum urmeazi:

M = (V vy ddacd pentru orice model M “care difcrd de M doar prin valoarea
acordatd termenuluiv, , M= y.

in principiu, aceast3 definifie nu prezinta neajunsuri  formaie faji de cea
cuprinsi in (11.3); dar, potrivit i pentru a determina dacd o formuld ¢ e satisficuti
intr-un model anume suntem obligali sd cercetdm nu numai acel model, ci §i o
infinitate de alte model. Sc poate imagina o strategie care permitc s4 se construiasci
relajia de satisfacere fard a iesi din cadrul unui singur model? O atare strategie,
urmatd in definitia (11.1) este aceasta:

b) Unei variabile v, nui se poate ataga in chip absolut un obiect din domeniul
A al lui M, ci i se poate ataga un obiect relativ la fiecare §ir x,, .... x, de obiecte din
A. Pentru un alt giry,, ... y, de obiecte din A, valoarea lui v, poate fi diferitd (de
pildd, ¢ind x; #y, ). Deci apelul la o infinitate de alte modele M ‘e inlocuit cu apelul
in M 1a o infinitate de giruri de obiecte din A.
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Strategia a doua pare si fie mai naturald, cici astfel intr-un model M variabilei
v, i se atribuie ca valoare un obiect x, , deci este nume al acelui obiect, dar v,
in continuare il denotd in chip ambiguu, fiindcd v, il numeste pe x, nu in mod
absolut, ci relativ la un anumit gir x,, ... x_ de obiecte; iar relativ la un alt gir, v, va
numi alt obiect.

S4 refinem §i un alt aspect: variabilele sunt nume, adicd in orice model ele
trebuie tratate ca numind un obiect. Variabilele sunt nume veritabile.

Fie acum o formuli ¢ care nu are decét o variabild liberd v; scriem ¢(v) pentru
aeviden(ia acest fapt. in cazul acesta, putem considera ca siruri de obiecte giruri doar
cu un obiect, de forma ((x)) sau ((y)). Daci ¢(v) este o propozijie atomar4, atunci,
potrivit lui (11.2), avem M |= @(v) ((x)) cand:

1) v e interpretatd ca fiind un nume pentru obiectul x; §i

2) ¢ este un simbol predicativ unar P §i x satisface predicatul P, adicd a)
interpretarea lui P in M este o mul{ime de obiecte M(P); b) obiectul x aparjine
acestei mul{imi M(P).

Fie acum relatia M I= (V v) ¢ (v) ((x)). Potrivit lui (11.3), punctul (c), relatia
are loc atunci cind orice obiect x din A satisface predicatul ¢.

In logica propozitiilor s-a aritat (a se vedea propozitiile (2.12) si (3.4)) ci
valoarea de adevir a unei propozifii ¢ a limbajului L(S) depinde numai de literele
propozitionale (= elemente ale muljimii S) care apar in ¢. Inlogica predicatelor se
poate demonstra un rezultat de un tip analog. Fie ¢(v,, ... v) 0 formuld ale cirei
variabile, libere sau legate, s¢ gisesc printre v, ... v,. S presupunem cd in ¢ apar m
variabile libere (2 < 1) i sd presupunem ci aceste variabile libere sunt primele m-1
fn girul v, ... v.. Putem scrie-atunci pe ¢ ca ¢(v,, ... v_,, ... v,). Ceea ce vrem si
demonstrim este cd intr-unmodel M, pentruun ir x,, ... x, de obiecte, faptul ci avem
M = ¢((x,, ... x))) nu depinde de toate obiectele din §ir, ¢i numai de primele m.
Asadar, pentru a determina dac3 ¢ (v, ... v,_,, ... v,) € satisfacutd intr-un model M,
nu e nevoie si luim in considerare siruri mai lungi de m obiecte. Cici se va arita ci
uns§ir x,, ... x,__, ... X, de obiecte din A satisface sau nu formula ¢ indiferent care
sunt obiectele x , ... X,

Mai intéi, vom ardta c3 pentru orice model M:

(11.4) Daca «(v,, ... v) este un termen, iar x,, ... x, §i y,, ... , sunt doud siruri
de cel putin n obiecte din A (deci n < p, n < g), atunci, dacix, = y, ori de cfte ori v,
este o variabild a lui ¢, e adevdrat cd #((x,, ... xp)) = 1y, - yp)).

Demonstratia se face prin inductie:

a) Dac# (v, ... v ) este 0 variabild v, atunci avem, conform definitiei (11.1),
H(xp - X)) =2, $L U Qg - Y D =Y

Dar prin premisd stim ¢d x, = y, §i deci #((x,, ... xp)) = (Y, --- y,,))-
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b) Dacd #(v,, ... v,) este o constantd ¢, iar I(c) = x, atunci evident #(x,, ... xp)) =
=x= Qg - ¥))-

c)Daci(v,,...v, ) este F(1,,... £ ), unde F este un simbol functional m-ar, atunci,
potrivit pasului inductiv, (11.4) are loc pentru fiecare dintre termenii
t,(1 £i<m). Fie G interpretarea lui F in M. Atunci avem

E{(A(C NPT 5) Ay & (K - 2N =G (G - Y ))s - £, (G720 ) X

Pe de alt3 parte, prin (11.1) se obtine

G, (x5 - xp)), e b (X - xp))) = (x5, .- xp)) §i

Gt (Ogs -+ I s e £, (Ogr - YD) = U - Y ))-

Tinind cont de prima identitate, avem imediat

H((x, .. xp)) = U Ygs - ¥ q)), qg.e.d.

Urmeaz3 si demonstrim acum teorema pentru formulele atomare:

(11.5) Pentru orice model M, daci ¢ este 0 formuld atomari ale cirei variabile
se gisesc printrev,, ... v ,iarx, ... x, $1Yg oo y, sunt doud giruri de cel pujin n obiecte
din A, atunci dacd x, = y, ori de cite ori v, este o variabild a lui ¢, (i < m), avem:

M= ¢((x,, ... xp)) ddaci M I= (s .. yq)).

Demonstratie. ¢ poate fi, mai intii, de form ¢, =¢,, unde ¢, (v,, ... v) §i
£,(v,, ... v,) sunt termeni. Atunci, folosind pe (11. 4), avem

A (C S B) L3 A (/NS D)

£y oo £) = 5O - YD)

Dacd avem M 1= @((x,, ... X)), inseamnd cd avem

L{(xy - xp)) = £,((Xg - xp))
si, cu cele.doud identitdji de mai sus, rezultd imediat ci

O - 3) = 4, - 3D
adicd M 1= o((y,, ... yq)), g.e.d.

in al doilea rand, ¢ poate fi o formul? atomari de forma

P(z, ...t ),unde P este un predicat m-ar, iar £,(v,, ... v ) (1 £i < m) sunt termeni.
Sipresupunem cdavem M I= @((x,,... x.)). Dacd R e interpretarealui P in M, obtinem

R0 e x))), et (R - X))
Folosind teorema (11.4), avem pentru orice ¢,(1 < i <m)

Ggr e X)) = EOgr - ¥,)

§i deci

R (1O o Ys -, (Op - I D)
adiciA M 1= @((y,, ... yq)).

fn ambele cazuri, cea de-a doua parte a demonstrafiei, care exprimi
.hecesitatea®, se demonstreazd prin aceleasi procedee.
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Teorema care urmeazi exprimd rezultatul mengionat in comentariile informale
de mai sus. Ea generalizeaz3 pe (11.5) pentru orice formuld ¢ a [ui L.

(11.6) Pentru orice model M, dac3 ¢ este o formulX ale ciirei variabile libere sau’
legate sunt printre v, ... v , iar x, ... x, $1 Yy oo y, sunt doud siruri de cel pugin n
obiecte din domeniul A al lui M, atunci, dacd x, = y, oride cdte ori v, este o variabild
liberd a lui @ (i < n), e adevdrat cd

M= o((x,, ... xp)) ddacid M I= o((y,, .- yq)).

Demonstratia se face prin inductie, pentru cazurile cénd ¢ este o formula
D-y: 2) y Ay 3) (Y v) y. Vom demonstra aici numai ultimul caz. Celelalte doud

sunt ldsate ca exercifii.
Fic deci ¢ = (V v) v, unde 0 < i < n. Urmitoarele expresii sunt echivalente:

D M= ((x, ... X))

(ii) pentru orice x € AMIE=y((Xg o X, XXy X))

(iii) pentru orice ye A, M I= \y((yo, wYip Y Vi y )

W) M=oy - ¥ )

A douasi a treia expresie sunt echivalente prin pasul inductiv —cici s-a presupus ci
(11.6) are loc pentru .

O consecingd imediatd a teoremei (11.6) se obtine astfel: s presupunem ci
g > p §i ¢4, pentru orice { mai mic sau egal cu p, avem x, = y,. Atunci objinem.

ALY M=oy, - yp)) ddaci M 1= (Y, ... Yo Yyporr Y ). Teorema (11.7)
exprima culimpezime faptul cd daca variabilelelibere din ¢ suntintre v, ... v, atunci
satisfacerea lui @ in M depinde numai de segmentele inifiale de p + 1 obiecte
Yor = Y, ale girurilor y,j, ... Y, de obiecte din A.

F1e acum ¢ 0 propozmc alui L. In o nu apar variabile libere. S4 presupunem
cd toate variabilele legate ale propozifiei ¢ se gdsesc printre v,, ... v_. Folosind aici
teorema (11.7), conchidem cd M I= o((x,, ... x))) nu depinde de fapt decdt de
segmentul inifial cu zero elemente al girului x,, ... x , adicd de segmentul inigial vid
al acestui gir. Aceasta, pentru simplul motiv ¢4 ¢ nu are nici o variabild liberd. Daci
¢ Insd aga, inseamnd cd relatia M I= 0 ((x,, ... x ) nu ¢ de fapt afectat¥i de elementele
concrete care apar in girul x,, ... x . Asadar,

(11.8) Daci ¢ este o propozitie, atunci oricare ar fi girurile x,, ... X, §1Yp - Y,
de obiecte din A (aceste giruri pot fi §i vide), avem:

M= o((x,, ... x)) ddaci M = o((y,, ... ¥ ))-

S presupunem cd existd un i.r x,, ... xcare satisface in M propozifia o.
Atunci, potrivit lui (11.8), orice alt §ir y,, ... Y, satisface in M pe G. De aici decurge
imediat ci:

(11.8.1) Existd un gir x,, ... x, astfel incat M I= o ((x,, ... x,)) ddaci oricare ar
fi sirul Xop oo X0 M= o((x,, ... yq)).
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Teoremele (11.8) si (11.8.1) aratd ¢4, atunci cdnd avem in vedere propozifiile
limbajului L, notiunea de satisfacere nu mai depinde de sirurile de obiecte
din domeniul modelului. De aceea, in cele ce urmeazd de multe ori nici nu
vom mai mentiona explicit girul de obiecte i vom scrie simplu M |= ¢ in loc de
M = o((xy ... X, ).

-

Notiunile introduse in acest paragraf §i in cel anterior ne permit s definim cu
mai multd precizie raportul dintre un predicat, asadar o formuld @(v,, ... v), §i
proprietatea sau relagia pe care aceasta o exprima. S3 notdim cu Mod(L) colectia
tuturor modelelor limbajului L. Pentru injelegerea mai buni a notiunilor ce vor fi
definite, ne vom limita la proprietdtile unare — deci la proprietitile propriu-zise —
adicd la proprictijile exprimate de formulele @(v) cu o singurd variabild liber3.
Potrivit lui (11.7), sirurile de obiecte de care depinde relatia M = ¢ sunt formate
dintr-ur: singur obiect; le vom nota de aceea cu ((x)), ((y)) etc.

(11.9) Se numeste extensiune a lui ¢ in modelul M, in simboluri Ext,, (¢),
mulfimea acelor obiecte din domeniul A al lui M care satisfac formula ¢, fn
simboluri
Ext, (©)={xe A: M= ((x)}

(11.10) Se numegte intensiune a lui ¢, in simboluri Int,, acea functie definitd
pe mulfimea Mod(L) si care atageazd fiecdrui model M extensiunea lui ¢ la
M, in simboluri

Int, (M) = Ext, ().

Vom spune cid Int, este proprietatea desemnaid de @. S4 ludm ca exemplu
predicatul ,,pregedinte al S.U.A.*. Unul dintre modelele limbajului in care apare
acest predicat este lumea reald. S3 notdm acest model cu K. Extensiunea predicatului
~presedinte al S.U.A* in acest model cuprinde toate accle persoane care au
indeplinit realmente functia de presedinte al S.U.A. Fie, de pild4, persoana
Bill Clinton. Aceastd persoand este cuprinsd in muliinea Ext, (presedinte al
S.U.A.) ddacd relafia urm#toare are loc:

K |= pregedinte al S.U.A. ((Bill Clinton.))

‘Ar;alog, se verifici faptul c¥, intrucét -

K |= presedinte al S.U.A. ((G. Washington))
persoana G. Washington e cuprinsi in extensiunea la K a predicatului ,,presedinte
al S.U.A*. Insi, daci lumea ar fi fost altfel, s-ar fi putut intdmpla ca Bill
Clinton s3d nu ajung¥ niciodatd presedinte. Adicl, intr-un alt model M, diferit
de K, relajia

-
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M |= presedinte al S.U.A. ((Bill Clinton))
nu are loc. De aici decurge cd

Ext, (presedinte al S.U.A.) # Ext, (presedinte al S.U.A)

Mulii filosofi au obiectat fmpotriva acceptdrii proprietdfilor ca entiti{i in
ontologie pentru motivul ci este foarte dificil s se precizeze conditiile in care
aceste entitifi sunt identice sau diferite. Procedura indicatd de definitia (11.10)
este convenabild §i pentru c¥ reuseste sd ofere un rdspuns provocdrii ridicate
de obiectia mentionati.

(11.11) Fie @ si ¥ proprietitile desemnate de predicatele @ §i . Atunci:

a) @ §i 'V sunt identice ddacd Int_ = Int,, adicd dacd oricare ar fi modelul
M din Mod(L), Ext, (9) = Ext,, (V).

b) @ si ¥ sunt diferite ddacd Int, # Int, adicd dacd existd un model M
din Mod(L) astfel inct Ext,(¢) # Ext,(y)

(Notd asupra terminologiei folosite: un predicat ¢ denotd intr-un model
extensiunea lui in acel model §si desemneazd intensiunea; intensiunea, s3 accentudm,
nu e relativd la un sau alt model.)

S# ludm, de exemplu, predicatele ,,om* §i ,fiin{d ragionald*. Lor le atagim
proprietitile a fi om i a fi fiinfd raionald. Sunt aceste proprietd{i diferite
sau nu? in lumea noastri X se pare ci cele doud predicate au aceeagi
extensiune, deci

Ext (om) = Ext,(fiin{d rafionald)

Dar pare-se ¢i nu existd argumente constringitoare — dimpotrivd! — pentru
a admite cd, daci lumea ar fi fost intrucdtva diferitd, ar fi existat fiinje rationale
altele decit oamenii. Fie M acea altd lume (mulii considerd cd M este chiar
lumea noastrd; pentru a dovedi cd cele doud proprietdfi sunt distincte, chestiunea
aceasta nu este relevantd). Asadar, existd un model sau lume M in care

Ext, (om) # Ext,(fiinjd rafionald), .
de unde decurge ci Int_ # Ints, s ragionais» diC3, prin (11.11), cele doud proprietdfi
nu sunt identice.

Definitile (11.9) si (11.10) pot fi ugor modificate pentru cazul in care
vrem si cercetdm termenii lui L. .

4(11.12) Se numeste extensiunea sau denotatia termenului #(v,, ...v) in
M, in simboluri Ext,(¢#(v,, ...v,)) mulfimea acelor obiecte x din A astfel fncét
existd un §i x, ..x ~de obiecte din A pentru care #((x,, ..x)) = x.

Un caz special il constituie termenii singulari in M, deci termenii care
in M au ca denotatie 0 mulfime cu un singur element, altfel zis au un singur
denotat. Constantele individuale ale lui L sunt termeni singulari in orice mode!
M (aceasta se observd cu ajutorul definifiei (11.1)). Dar i termeni mai complecsi,
fn care apar variabile, pot fi singulari. Fie, de exemplu, termenii aritmetici
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r(v) = v+ 15i#(v)=v. Dacd F este un simbol funciional binar definit prin
F(v) = t,(v}-£,(v), atunci ¢ limpede cd intotdeauna F(v) % 1 §i deci in orice
model M, Ext (M) = 1. Alji termeni, precum ,,autorul /liadei”, pot s& aibd
in lumi diferite ca denotatie a) un singur obiect; b) mai multe obiecte;
¢) nici un obiect.

(11.13) Intensiunca sau conceptul individual desemnat(d) de termenul o,
in simboluri /nt, estc acca funciie definitd pc Mod(L) care atageazd fiecarui
model M denotagia lui ¢ la acel model.

Spunem ci termenii ,,autorul Eticii Nicomahice* §i ,,profesorul lui Alexan-
dru Macedon® desemneazd concepte diferite ddacd existi doud modele diferite
(lumi diferite) in care cei doi termeni au denotafii diferite. In cazul lumii reale
K avem

Ext, (autorul Eticii Nicomahice) = Ext, (profesorul lui Alexandru Macedon).
Dar e posibil ca Alexandru Macedon si fi avut, intr-o altd lume posibild, alt
profesor. In acea lume M am fi avut

Ext,, (autorul Eticii Nicomahice) # Ext,, (profesorul lui Alexandru Macedon).

Reobtinem astfel rezultatul intuitiv acceptat cd cele doud descriptii nu
~inseamni“ acelasi lucru. (Alenfie: daci in limbajul folosit ,,Alexandru Macedon'
si ,,Etica Nicomahicd* sunt constante individuale, atunci in orice model considerat
trebuie ca acestea si aibi o denotajie ncvidd: deci nu vom putea <onsidera
o lume posibild in care, de exemplu, Alexandru Macedon nu exisif),

Exempiu. Fie L un limbaj care cuprinde 1) o constantd individuald c;
un simbol predicativ P binar; ¢) o funcfie unard f. Asadar,

L= {c, P, f}. Construim apoi {ormulele lui L. Sunt teneni, de exemplu,
expresiile f(v); flc); f(f(c)). Formule sunt, de exemplu, (Vv) (3v,)
P (v v (99) (V) (P (v, v) A P (v, )} = P (v, O)); Fle, RO,
Un model M al limbajului L este, de pildd, urmitoarea structurd: M = {4, R,
G, a), unde A cste 0 muliime formatd din trei persoane, lon, Andrei §i Mihacla;
R cste o relajie Intre aceste trei persoane, de pildd relagia: are un cdstig lunar
cel putin la fel de mare ca; R estc, evident, o relajic de ordine nestrictd.
Si.formdm urmitorul tabel: '

al doilea argument

primul argument Ion Andrei Mihaela
Ion 1 1 1
Andrei 0 1 0
Mihaela 0 1 1
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Numerele O gi 1 aratd daci relatia R are loc intre cele doud persoane sau nu

are loc.

Apoi, G este o funcfie unard, de pildd functia zad. S3 presupunem cd Ion
e tatdl Mihaelei, iar Andrei e tatdl lui Ion, deci

fMihaela) = Ion; f{lon) = Andrei. -
in sfarsit, a este o persoand din A, fie Mihaela aceasta.

In aceastd interpretare, prima formuld (propozitic) a lui L e adevédratd, fiindci
relatia R este reflexivd si deci oricare ar fi persoana x, avem R(x, x). Propozitia
a doua e, de asemenea, adevidratd, asa cum se¢ poate vedea ugor. Infelesul celei
de-a treia este ci Mihaela are un casgtig lunar cel pugin la fel de mare ca al
buricului ei, Andrei, ceea ce iardsi se intdmpld, potrivit tabelului nostru.

§ 12. Teorii de ordinul intai

In paragraful 7 am introdus nofiunea de teorie fn L(S) §i am mentionat
citeva rezuitate. Simplitatea teoriei modelelor pentru logica propozifionald nu
a pcrmis insd obtinerea unor teoreme ,tari*, interesante. Pentru teoriile de ordinul
intdi, asa cum vom vedea, pot fi demonstrate rezultate metateoretice cu totul
remarcabile. In acest paragraf va fi introdusi notiunea formali de teorie de
ordinul intdi §i se vor da doud exemple de atari teorii.

(12.1) O teorie de ordinul intdi este o mulfime de propozifii ale unui
limbaj L de ordinul intéi.

Si in cazul acestor teorii pot fi introduse diverse caracterizdri. Din para-
graful 7 pot fi preluate fird dificultdfi eseniiale nofiuni precum cele de:

a) teorie consistentd;

b) teorie inchisj;

¢) teorie complets;

d) muliime de axiome pentru o teorie;

¢) teorie finit axiomatizabild etc.

Alte notiuni folositoare sunt urmitoarele:

(12.2) T este o subteorie a lui T ddacd T° ¢ T. Daci T~ este o subteorie
a lui 7, atunci T este o extindere a lui T,

(12.3) Fie M un model al lui L. Se numeste teoria lui M, in simbolurn
Th(M), muljimea propozitiilor lui L adevdrate in M. Evident, Th(M) este o
teorie completd.

Exemplele de teorii ce vor fi date in acest paragraf sunt teoria ordinii
§i aritmetica lui Peano.

a) Teoria ordinii

Aceastd teorie este formulatd intr-un limbaj L = {<}. L cuprinde deci un
singur simbol predicativ — predicatul binar < — i nici 0 constantd individuald
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ori simbol functional. Inwitiv, ,,<* se citeste: ...este mai mic decit... Formulele
lui L sc construiesc potrivit definitiei (10.2). Pentru comoditate, vom scrie
v < v inloc de € (v, v). Umitoarca definitic va fi des utilizatd:

{124) v, < v, ddacd v; < v, §i v, # v

Intuitiv, v, < v, se citcste: v, este strict mai mic decdt v,. Vom spunc
de aceca ¢l € este o relatic de ordine nestrictd, iar < o relatie de ordine strictd.

(12.5) Teoria T a ordinii parjialc este muljimea consecinjelor in L ale
urmioarelor axiome:

a) (Vv (Wv) (Yv) (v, < v,

b) (Vv) (Vv) (v, £ v, A v,

c) (V) (v, < v,)

Punctul (a) exprimi faptul ci relatia < este tranzitivd; (b) — ca aceastd relagie
este antisimetricd, iar (c) — ci cste reflexivd.

Un model pentru T este o0 pereche M = <4, R>, unde A este ¢ muljime
nevidi, iar R — o relajic tranzitiv, antisimetricd gi reflexivd intre elementele
lui A. Astfel, <mulfimea oragelor din judejul Huncdoara, ...arc cel putin la
fel de multi locuitori ca...> sau <multimea cdriilor din biblioteca Facultiii
de Filosofie, ...a fost cititi de studentul B inaintea cdrtii...> sunt modcle pentru
T. In ambele, relatiile prin care se interpreteazi < satisfac cele trei propoziii
cuorinse fn (12.5). Insy, in timp ce in primul model oricare ar fi doud obiccte
din A - deci oricare ar {i doud orage din judejul Hunedecara ~ are loc fic relajia
<} primul are cel putin la fel de mulli locuitori ca al doilea, fie ¢l al doilea
are cel putin la fel de mul{i locuitori ca primul, in al doilea model nu ¢ obligatoriu
ca oricare doul ciri si fic legate prin relagia de ordine.

Cele doull exemple sugereazd cl, uneori, relafia de ordine (< sau <) are
si alte proprietdfi in afari de cele cuprinse in (32.5). Pentru relagia de ordine
strict3, urmatoarele proprieidji sunt printrc cele mai intdlnite:

(12.6.1) (Vvp) (Yv) (v, < v, v vy = v, v v <) (comparahilitaie)
(12.6.2) (Vv (Vv) (Vv,) (v, <y, A v, <v,) = (Fv) (v, <v, A v, < V)
(direcjionare)
(12.6.3) (Vv) (Vv) (v, < v, = (Bv) (v, < v, Av, < ) (densitate)
(12.6.4) (Vv,) (3v)) (v, < v,) (incxistenja clementclor maximale)
(12.6.5) (Vv) 3v)) (v, < v,) (inexistenta elcmentelor minimalc)

v, 2 v, SV,)

Avls 2 1]
Sy, = v, =v)

S4 notdm cu T, teoria care are ca axiome axiomele lui T plus (12.6.1)
~ (12.6.3) i cu T, teoria carc are ca axiome axiomele lui T, plus axiomcle
(12.6.4) (12.6.5). Vom spune cd T, esic o teorie a ordinii dense, iar T, — 0
teorie a ordinii dense fdra extremi. Este evident cd T, T, T, sunt teoni f{init
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axiomatizabile; in plus, T este o subteorie a lui T, iar T, este o subteorie
a lui T, Mai pufin triviale sunt urmdtoarele propozitii:

(12.7.1) Orice model al lui T, are sau un element, sau o infinitate de
elemente (e deci infinit).

(12.7.2) Dacd M, si M, sunt modele infinit numirabile ale lui T, atunci
ele sunt izomorfe.

Fie, de pildi, M = < Q, < >, unde Q este mul{imea numerelor rationale,
iar < relatia obignuitd definitd pe Q ... este strict mai mic..., un model al lui
T. Dar M este un model §i pentru T.,. intr-adevir, (12.6.1) si (12.6.2) se verifici

imediat; (12.6.3) spune c¥ intre oricare doud numere rajionale x §i y existd

un al treilea z. C4 e aga, se vede imediat ludnd pe z ca %X ; (12.6.4)

spune ci nu existd un cel mai mare numir ragional; intr-adevdr, dac z ar fi
astfel, atunci, cum z + 1 e tot un numir rational, avem z < z + 1, obtinén-
du-se o contradictie; §i analog pentru (12.6.5).

Toate proprietifile formulate aici sunt exprimate intr-un limbaj de ordinul
intdi, In L = {<}. Relatia de ordine are insd §i proprietdf care nu pot fi exprimate
in acest limbaj. Vom spune c# proprietd{i precum cele mentionate deja, care
pot fi exprimate in limbajul L de ordinul intéi, sunt proprietdfi de ordinul
intdi. O proprietate care nu e astfel ¢ datd de propozifia urmdtoare:

(12.8) Relatia < definit pe A este binefundatd ddacd orice mulfime de
obiecte din A are un element minimal.

Agadar, < este binefundatd in cazul urmdtor: fie U 0 mulfime oarecare
de obiecte din A. Atunci, in U existd un cel mai mic obiect. De pilds, fie
U o mulfime oarecare de numere naturale. Se observd cu usurinid cd in U
existd un cel mai mic numir natural, asadar relafia <, definiti pe numerele
naturale, deci in modelul < N, < >, este binefundatd. Dar fie acum modelul
< @, < >. Sd ludm drept U muljimea numerelor rationale strict mai mari decét
1. Multimea U nu are un cel mai mic element. Cici, dacd ea ar cuprinde un

. . . . . 1+x
cel mai mic numir x, atunci va trebui s¥ cuprindd si numirul 5 care

este mai mic decdt x, dar fiind mai mare decdt 1, va apartine de asemeneca
lui U. Prin urmare, < nu este bincfundatd pe mulfimea Q.

Dar faptul ci < nu este binefundatd nu poate fi exprimat intr-un limbaj
de ordinul intéi. Intr-adevir. o formalizare a lui (12.8) ar putea fi

212.8.1) (Y U) (A vy U vy = 3 v) Uy = (V) (v, >-U)))

Ins¥ in (12.8.1) apare cuantificatorul (V U), in cuvinte: oricare ar fi muljimea
U de obiecte (din A); acesta nu este cuantificatorul introdus in paragraful 10
mai sus, fiindcd ¢l nu se aplici unei variabile individuale — ale cirei valori
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sunt, deci, obiecte — ci unei variabile care ia ca valori muljimi de obiecte.
in concluzie, binefundarea nu e o proprictate de ordinul intdi a relagiei de
ordine strictd.

Se poate observa cd nici o relatie de ordine nestricti € nu este binefundatd.
Cici, daci intr-o muljime nevidd oarecare U de obiecte x ar fi un obiect minimal,
atunci ar exista intotdeauna un obicct y astfel incdt y < x, anume x fnsugi.

b) Aritmetica lui Peano

In acest paragraf nu vom expune dccét elementele de bazi ale aritmeticii
lui Pcano — AP pe scurt; vom reveni in cele ce urmeazd pe larg asupra
acestei teorii. )

Limbajul L,, al aritmeticii lui Peano nu cuprinde nici un simbol predicativ.
Dar cuprinde o constantd individuald O (zero) si trei simboluri funcfionale, unul
unar S (funcfia succesor) si doud binare, + (adunare) i - (inmulgire). Agsadar,
L, = {0, S, +, -}. Pentru a formaliza pe L, se adaugd conectivele logice,
variabilele individuale, cuantificatorul universal, identitatca §i parantezele. Termenii
lui L,, se definesc inductiv (S& ne amintim c& termenii sunt expresiile unui
limbaj care denotd obiectele din modele, deci — in modelul standard, intentionat
al lui L,, — numerele naturale).

(12.9) Definijia termenilor lui L,,:

a) orice variabild v, este un termen.

b) G este un termen;

c) dac ¢ si ¢, sunt termeni, atunci Sz, ¢ + f, £ - I, sunt termeni.

Intuitiv, aceasta inseamnd cd succesorul unui numdir, suma gi produsul a
doud numere sunt tot numere. De piidd, termenul SO denotd numiml 1, SSO
denotd numirul 2 etc. 1 + 2 §i 1 - 2 sunt tot tcrmeni §i ei denotd numere
(mumerele 3, respectiv 2) etc.

(12.10) Definitia formulclor atomare ale lui L ,: dacd ¢, §i ¢, sunt termeni,
atunci f, = ¢, este 0 formuld atomard.

Dc exemplu, 0 = 0, vy = 1, 1 = 0 sunt formule atomare.

(12.11) Definifia formulelor lui L,,:

a) Orice formuld atomari a lui L,, este formuld.

* b) Dacd ¢ si y sunt formule ale lui L, atunci §i ~ $i ¢ A y sunt formule.

c) Dacd ¢ este o formuld, iar v este o variabild, atunci (V v)@ este o
formuli.

d) Un sir de simboluri Ingice sau ale lui L, este formuld dacd §i numai
dacd se poate ardta cd este formuld prin aplicarea de un numir finit de ori
a clauzelor (a) — (¢).

Constructia lui L,, ca sistem formal necesitd introducerea axiomelor logice.

~

Ele se gisesc expuse in paragraful 10 ¢i pot fi transpuse aici fird nici un

109



fel de dificultate. In L,, o teorie T este evident o multime de propozitii ale
lui L, iar o teoric inchisd este © mulfime de propozitii astfel incdt

daci T } o, atunci ¢ € T.

Aritmetica lui Peano este o teorie inchisd in L,,. O multime de axiome pentru
L, este urmdtoarea:
(12.12) a) (V v) (0O # Sy)
b) (V v) (V v) (v, # v, = Sy, # Sv)
c) (V v) (v, + 0 =)
d (Vv v) (V v) (v, + Sy, = S(v, +v)))
e) Vv) (v,  0=0)
DV v (V) (v, - Svy = (v, - v) + v

g) Oricare ar fi formula ¢(v,, ...v,), dacd v, este liberd in @, atunci expresia
urmitoare este axiomd a lui AP:

SD (¥ v) ... (V) (@O, v, .v) A v) (@0, v, ..v) —> oS,

v V) 2 (Y oy oy, v V)
Axioma (2) spune cd O nu este succesorul nici unui numir; b) garanteazd ca
functia succesor este injectivd: dacd arc argumente diferite, atunci are valori
diferite. Axiomele (¢) si (d), respectiv (¢) si (f), dau definitii recursive pentru
adunare, respectiv pentru inmultire. Vom spune cd o functie F este definitd
recursiv daci se construieste mai intdi F(0) si, in pasul urmitor, se arati cum
se poatc construi F(Sx) dac il cunoagtem de F(x). S luim cazul aduniri.
Ne interescazi si definim adunarea unui numdir x cu un altul y. Mai ntéi,
se construieste adunarea lui x cu 0. Axioma (c) spune cid x + O este x. Acum
presupunem cd stim cum s# il adunim pe x cu un numir z. Axioma (d) ne
spune cum il putem aduna pe x cu succesorul Sz al lui z: il adunim pe x
cu z §i apoi construim succesorul numdrului obtinut.

Prin punctul (g) este formulatd schema axiomaticd a inductiei (cf. §i (2.13)).
Ceea ce trebuie observat aici ¢ faptul cd (SI) nu este o axiomd; prin (SI)-¢
dati o infinitate de axiome, cte una pentru fiecare formuld ¢ a lui L. De
pildd, formula ¢ poate fi vy = 1,7 v, + v, = v, + v, v, - (v, + V) = vy -
- v, + vy, -y, etc.

Modelul standard este MN = <N, 0, S, +, ->, unde N este mul{imea numerclor
naturale, S este functia succesor, iar 0, +, - au infelesul lor uzual. Un model
M al AP este nonstandard dacd nu este izomorf cu modelul standard MN.

In orice model M al AP, pentru orice formuld ¢ a lui L,,., sau M I=
¢ sau M k= — ¢. In particular, acest fapt are loc pentru modelul standard MN
al AP. Awnci Th(MN) — teoria lui MN, deci mulfimea tuturor propoziiilor
adevidrate In MN — este completd. Spunem cd Th(MN) este teoria completd a
numerelor (naturale). Evident, modelul standard al acestei teorii este tot MN.
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g) un model M este finit ddaci domeniul sdu A este 0 muljime finitd; M
este infinit numirabil ddacd A este o mulfime infinit numdrabild etc.;

h) doud modele M, si M, ale lui L sunt elementar echivalente in simboluri
M, =M,, ddac¥ orice propozific adevdratd in M este adevdratd i in M,, si invers;
altfel zis, ddacd Th(M,) = Th(M,).

Prin definifia (h) s-a introdus relagia ,,=" intre modele. Se verificd imediat
ci aceasta este (i) reflexivy; (ii) simetricd; (iii) tranzitivd, deci este o relafie de
echivalen{a intre modele. In paragraful 9 fusese introdusa o alti relatie de echi-
valentd intre modcle, cea de izomorfism =. Relajia de echivaleni{d elementard
priveste multimile de propozitii adevdrate in cele doud modele; cea de izomor-
fism este o relatic intre szructurile celor dous modele. Intrebarea care se pune
imediat e urmitoarea: sunt cele doud relatii la fel de tari? Adic¥, problema e daci
au loc urmdtoarele raporturi:

a) Daci dou# modele sunt izomorfe, atunci ele sunt elementar echivalente,
in simboluri
dacd M, = M,, atunci M, = M,

b) Daci doui modele sunt elementar echivalente, atunci ele sunt izomorfe,
in simboluri
dacda M, = M,, atunci M, = M,.

Propozitia (a) este adcvidratd, adicd are loc

(13.2) Dacd M, = M,, atunci M, = M,

Demonstratie. Si presupunem ci cele doud modele nu sunt elementar echi-
valente, dar sunt izomorfe. Atunci exista o propozifie ¢ astfel incit M, I= o,
dar M, |= — ¢. Prin inductic asupra complexitdtii lui ¢ vom aridta cd aceasta
contrazice cerin{a de¢ izomorfism.

(i) Dacd ¢ este atomard i este de forma 1, =t,avem M, I=¢ =1, Dar
M, =t =1, ddacd /(t) = I,(t;) = x. Condifia de izomorfism implicd
I(t) = flx) = I(t,), de unde I,(t,) = I,(t,), adici M, |= t, = t,; dar s-a presupus
cAM,l=—t =1). )

(i) Dacd ¢ este atomar si este de forma P(z,, ... t), avem M, |= P(¢, ...
t ) ddacd (1 (¢),... 1,(t)) € I (P), adicd (x, ... x) € R. Din izomorfismul lui M,
si M, decurge ci (flx), ... Ax)) € R “= [,(P). Dar fx) =L@, ... fix) = L,(@¢t)
si deci (1,(¢), ... 1,(t)) € I(P), adicA M, |= P(z, ... t ) — §i iard§i se contrazice
presupunerea cad M, I= -P(z,, ... t).

(iii) Cazurile cand ¢ este o propozifie —y sau Y A ¥ sau (V v)y sunt lisate
ca exercitii.

Teorema (13.2) spune umdtorul lucru: doud sisteme — colectii de obiecte,
relaii §i funcfii pe aceste obiecte — daci au aceeasi structurd (= sunt izomorfe),
atunci vor fi caracterizate prin aceleagi propozifii (privitoare la acele obiecte,
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rclatii, functii). Dac¥, de pildé, intr-o uzind de automobile doud produse sunt de
acclagi tip, ne putem astepta ca cle s¥ aibd accleasi performanie. Tot ca aplicafie
a teoremci (13.2) poate fi amintt studiul prototipurilor §i al modelclor la scard
ale unci clddiri, avion sau vapor. ,

Exercifiu (admitindu-se teza identitidtii intre minte §i corp): ce se poate
infcra prin aceast teoremi din situagia in care savaniii ar produce o copie fizici
cxactd a lui Bill Clinton?

S trecem acum la relagia (b). Ea susjine cd doud modele (sisteme) care sunt
caracterizate prin aceleasi propozifii au aceeasi structurd. C¥ci, dacd doud modele
M, si M, sunt modele pentru acelcasi propozifii, dar nu sunt izomorfe, atunci
fnscamni ci, de pildd, in M, are loc o relajie R(x, x°) intre doud obiccte din
domeniul A, ins? in M, nu are loc relagia corespunzdloare R intre obicctele y
si y” din A, corespunzitoare celor din A,. S ne amintim ¢d in orice model, pentru
orice propozitic @, sau ¢, sau — ¢ e adevdratd in acel model; in particular, in
M, e adevdratd sau propozifia ¢ care descrie relajia R(x, x”), sau cea care afirmi
¢ aceastd relagic nu are loc, adicd — ¢. Desigur insd c8 prima relagie ¢ indepliniti.
Dar ¢ e falsd in M, fiindcd M, I= ¢((y, y*)) nu arc loc. Atnci ar insemna ci
¢ e adevdratd in M, si falsd in M, ceea ce Incalcd supozifia i cele doud modele
sunt elementar echivalente.

Rafionamentul expus mai sus nu este fnsi corect. Intr-adevir, in desfisurarea
lui s-a presupus la un moment dat cd relagiei R(x, x*) 1i corespunde propozitia
¢. Or, acest lucru trebuie dovedit. Cand modelele sunt finite, nu ¢ nici o difi-
cultate sd facem ca fiecdrei relatii din model sd-i corespundd o propozijie (atomari)
si fiecdrei relatii functionale intre obiecte sd-i corespundd, de ascmenea, o propozilie
(atomar¥). In cazul modelelor finite avem deci

(13.3) Dacda M, = M, 5i M, M, sunt {inite, atunci M, = M,.

Dar dacd cele doud modele sunt infinite, atunci rciatia (b) nu mai are loc in chip
obligatoriu. Un prim exemplu fn acest sens va fi oferit chiar in acest paragraf
(propozitia (13.11)), ca un corolar al teoremei de compactitate.

Obiectivul principal al acestui paragraf este acela de a demonstra urmitoarele
teoreme:

(13.4) Teorema de completitudine a lui Gédel. Oricare ar fi propozilia ¢
alui L, ¢ e teoremd a lui L ddacd ¢ este validi, in simboluri:

I ¢ ddacd i= .

(13.5) Teorema generalizatd a completitudinii. Oricare ar fi multimea X de
propozifii ale lui L, Z este consistentd ddaci are un model.

(13.6) Teorema de compactitate. O muljfime X de propozilii ale lui L are
un model ddacd oricc submuljime finitd a lui £ are un model.



Vom demonstra mai intii teorema centrald, (13.5), iar pe celelalte doudl le
vom obtine drept corolare ale acesteia. Tehnica de demonstrate a teoremei (13.5),
pe care o vom folosi In cele ce urmeazd, a fost elaboratd in 1949 de L. Henkin.
Ea se bazeazd pe urmdiioarea idee: atunci cind se construieste un model M pentru
un limbaj L, natura elementelor din domeniul acestui model nu e relevantd; nu
intereseazi deci ce sunt obiectele din domeniul A al lui M, nici conginutul concret
al relatiilor or functiilor definite in M. E drept ¢3 pentru, de pild4, aritmetica
lui Peano obiectele din modelul M al acestei teorii ne agteptdm s3 fie numere;
ne agteptim deci ca M si fie modelul intentionat, standard al teoriei. Dar acest
lucru nu e necesar: e model al lui AP orice sistem care satisface toate axiomele
acestei teorii, indiferent de natura obiectelor din domeniul acestui model.

Idecea lui Henkin a fost urmdtoarca: e posibil sd construim un model al
unui limbaj L cu ajutorul unor obiecte pe care le avem deja la indeménd, pe
care le-am construit deja. Or, noi nu avem la dispozitic, atunci cind construim
pe AP, de pild4, nimic dat anterior, cu o singurd excepyie: imbajul L,,. lar
printre expresiile lui L, se gisesc uncle care sunt folosite pentru a desemna
obiecte, deci termenii lui L. Dintre termeni, unii nu cuprind variabile, deci
desemneazi In mod obignuit obiecte constante (numere fixate). Atunci am putea
lua ca domeniu al unui model al AP chiar mulf{imea acestor termeni constanii
al lui L.

In general, deci, ideea lui Henkin e urmiitoarea: putem construi un model
al limbajului L in care obiectele din domeniu s fie inscsi constantele limbajului
L. In acest caz, relatiile dintre obiecte vor putea fi identificate cu insesi predi-
catele lui L care sc aplicd acestor constante individuale, iar functiile definite pe
acest domeniu cu insesi simbolurile functionale ale lui L. O consecingd imediatd
a acestei strategii — consecinjd care va fi exploatatd mult in cele ce urmeaza -
e urmitoarea: in domeniul A al acestui model nu pot s¥ existe mai multe obiecte
decét formule ale limbajului L. Cici, cum fiecare obiect din A estc o constantd
individuali a lui L - fie ¢ aceasta — atunci existd propozifia ¢ = ¢, §i deci pentru
fiecare obiect din domeniu existd o formuld a lui L.

Un astfel de model al lui L se numeste model Henkin.

Aceastd strategie intuitivd nu se poate aplica insd direct pentru a construi
un model pentru L. Céci s-ar putea ca limbajul L sd nu cuprindd nici o constantd
individuali; §i vor putea interveni si alte dificultifi. Formularea precisd a strategiei
expuse mai sus va necesita, de aceea, anumite complicafii. Doud dintre ele sunt
mal importante:

1) Daci in L nu avem destule constante individuale care sd serveasci drept
obiecte, trebuie sd i addugim lui L 0 muljime de constante; trebuie s trecem
deci la un alt limbaj L, care cuprinde toate aceste constante, aldturi de simbo-
lurile lui L. Iar modelele construite vor fi modele ale lui L.

-
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2) Relatia de identitate creeazd alte complicafii. Dacd ¢ §i ¢” sunt doui
constante individuale ale lui L, atunci intr-un model Henkin lor le vor corespunde
doul obiecte diferite (pe care sd le notdm tot cu ¢ si ¢”). S& presupunem acum
ci intr-o muljime X consistentd de propozifii ale lui L e cuprinsi propozifia
¢ = ¢”; atunci, Intr-un model Henkin al lui X aceastd propozifie va fi adevidratd.
Dar pentru aceasta trebuie ca celor doud constante ¢ §i ¢ sd le corespundd acelagi
obicct din domeniu. Or, am vizut ¢ intr-un model Henkin acest lucru nu se poate
intdmpla. E nevoie, de aceea, de o anumit¥ sofisticare a modelelor Henkin.

Pentru a face mai ugor de injeles demonstragia, vom restringe rajionamentele
la cazul In care:

a) limbajele L considerate au un numdr finit sau cel mult infinit numZrabil
de simboluri (§i deci §i de constante individuale); si

b) mulfimea variabilelor individuale v, ... v ,... folosite in formalizarea lui
L este infinit numirabild, adicd n € .

(13.7) Atunci cind sunt satisficute conditiile (a)'si (b) de mai sus, mulfimea
formulelor lui L este infinit numarabild.
Fie ¢ o formu'd a lui L, avind cel mult o variabild liber4. Potrivit axiomelor
cuantificatorilor, stim ¢4 formula
@ (¥ e - o) ,
unde @(c) este rezultatul substituirii in ¢ a fiecdrei aparifii libere a i v cu
constanta ¢ a lui L, este teorem3. Asadar,
- (¥ V)0 = o)
Pe de altd parte, formula
) G e = 90
nu este teoremd. Cici dacd ar fi aga, atunci punind ¢ = (—<p) am objine
) 3@ -9 —=-00
si de aici prin contrapozifie
(iv) ¢c) > -3V -9
W) 9(0) = (V v)o
ceea ce, impreund cu (i), ar da
vi) @ e - (Y o
Or, propozifiile (vi) sunt toate adevidrate numai in modelele cu un singur obiect
in domeniu, ceea ce ar insemna ca toate modelele lui L s3 aib3 un singur obiect.
Fie acum T o teorie formulati in L. T este, desigur, o mulfime de propozitii.
Pentru unele formule ¢ ale Iui L cu o singurd variabild este posibil ca

i) T = 3 v)o = ¢(c)
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pentru o constant individuald a lui L. Dar, de bund seamd, nu avem nici o garantie
cd oricare ar fi formula ¢ a lui L, din T va fi deductibild o formuld de tipul
(viii) @ V)¢ - (c)
Dar dacd pentru orice formuld @ a lui L cu cel mult o variabild liberd este
adevirat ci

T3 e — 9
pentru un ¢ din L, vom spune c4 teoria T are martori in L. Fie C mul{imea acelor
¢ care, in acest caz, fac adeviratd expresia (vii), pentru orice ¢. Yom spune cd
C este mulf{imea martorilor lui T in L.

Situatia la care vrem s ajungem este urmadtoarea: ca orice teorie T si aibd
o multime C de martori. De cele mai multe ori ins3, acest lucru nu se intdmpli.
De aceea trebuie si facem si se intdmple aga ceva. Vom proceda dupd cum

urmeaza:
1) limbajului L 1i vom adiuga o mulfime C de constante individuale; obinem

astfel un nou limbaj L";

2) extindem teoria 7, formulat in L, 1a 0 noul teorie T*, formulatd in L’,
pentru care C este mulfimea martorilor ei in L”.

De buni scami ci aici intereseazd numai teoriile consistente. Céci, dacd T
ar fi inconsistent, atunci (vii) ar fi adevdratd pentru orice ¢ §i deci T ar avea
automat martori in L. in plus, teoria T* la care este extins T trebuie iarisi si

fie consistenty; ‘
Trebuie notat de asemenea ci dacd pentru o teoric 7, avem pentru un

anumit ¢

T, -3 v - 9)
nu € obligatoriu ca pentru o alti teorie T, sd avem de asemenea

T, -3 v - o)

Dec aceea, dacd T, estc extinsd in limbajul L™ 1a o teorie T,” in care are
martori, nu avem garaniia cd in L” extinderea 7,,” a lui T, are de asemenea martoti.
Deci limbajele L” trebuic construite pentru fiecare teorie T in parte.

(13.8) Fie T o mul{ime consistent de propozitii ale lui L. Fie C o mul{ime
numirabil infinitd ¢, ... ¢, ... de constante individuale care nu apariin lui L.
Sd notdm cu L’= L v C limbajul obtinut prin addugarea la L a constantelor din
C. Atunci existd o tcorie T” In L’ care:

a) este consistenti;

b) include teoria T, deci T ¢ T

¢) are pe C ca mul{ime a martorilor ei in L”.

Demonstragie. Mul{imea formulelor lui L” este §i ea infinit num#rabili. In
consecintd, i muljfimea formulelor cu cel mult o vanahild liberd ale lui L~ este
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numirabild. De aceea, putem si aranjim aceste formule intr-un sir @, ... @, ...
{n ¢ ). S& construim un gir infinit de teorii

T=T,cT, <c..T ..
1 felul urmitor. Fie ¢ a n-a formuld din girul nostru Atunci punem

T ,, =T, u{@v)oe — 0o, ()}
unde v_este variabila liberd care apare in @, dacd existd; §i v, = v,, daca nu
existd o astfel de variabild in @_. in sirul de formule ale lui L° pe care il avem
n vedere au apiirut, fnaintea lui ¢, formulele @, ... @, _,. Acestea sunt in numir
finit, i fiecare dintre ele contine un numir finit de simboluri din L°. Asadar,
in aceste formule au apirut un numdr finit de simboluri constante din
multimea . fnainte de T, ,, in teoriile T, ({ < n) avem formule de forma
3 v) ¢, > ¢, (c) in care, de asemenea, in consecvent au apdrut simboluri din
C in numir finit. De aceea il ludm pe ¢, ca fiind prima constant¥ individuald
din girul ¢, ... c,, .. carenuaaparutmT §i nici in @,.

Acum sd aratam cd fiecare T _ | este 0 muljime consistentd. Prin inductie
am presupus ci toate teorile 7, (i < n) sunt consistente. Dacd T__ |, la rdndul
¢i, nu este consistentd, atunci am avea

T, --@v)e, - 9l
adic3, prin logica propozifionald,

T, - @9, A-9l)

Dar ¢_ nu apare nici in ¢, nici in celelate propozifii din T, . Agadar, putem
conchide prin generalizare universald ci

T, -y, )@ v)e,A-00,,)
de unde

T, @), A (WY, ) -9,0,.)
adicll

T =@ v, A-3v)o,
ceea ce contrazice ipoteza cd T, este consistentd.

Acum definim T"= U T . Evident, T include orice T, si, in particular,
ne w

=T, cT. In al doilea rind, T” este consistenty; fntr-adevir, dack T~ nu ar
fi consistentd, atunci ar exista 0 demonstrafie y,, ... y, a unei contradictii in
T", Or, se poate alege un n astfel incét toate aceste propozifii m si aparfina lui
T si deci aceastd T, ar fi contradictorie, ceea ce am presupus ¢ nu e cazul.
in sfargit, T" are pe C ca mulfime a martorilor ei in L". Cici, daci ¢este o formuli
& lui L” cu cel mult o variabild v liberd, atunci ¢ = ¢_ pentru un n € ® §i
v=v_.AwnciinT, , e deductibild propozifia (3 v) ¢, — ¢, (c), pentru
un ¢ din C.Dar T, | < Tsi deci aceastd propozigie a deductibili §i in 77, q.e.d.
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Si observdm acum urmitorul lucru: dac3 T are o muljime C de martori in
L,iar T < T, atunci C este o muljime de martori in L §i pentru T~, In particular:

(13.9) Daci T are o muljime C de martori in L, atunci ea poate fi extinsi
lIa 0 multime maximal consistentd 7" avdnd pe C ca multime de martori in L:

Prin lema (13.8) s-a inldturat prima dificultate in construirea modelelor
Henkin. Lema (13.10) va arita cum putem face fatd i celei de-a doua dificultiti,
care provenea din existenta simbolului identitate in formalizarea limbajului L.

(13.10) Fie T o multime consistenti de propoziii, iar C 0 mulfime de
martori ai lui 7 in limbajul L. Atunci T are un model M cu urmitoarea
proprietate: orice obiect din domeniul A al lui M este interpretarea unei
constante ¢ € C.

Vom spune cd M este modelul canonic al Tui T.

Demonstratie. Potrivit lemei (13.9), existd o teorie 7° maximal consistentd
care are pe C ca mul{ime de martori in L. Vom ardta cd T* are un model cu
proprictatea ccrutd. Cum 77 e o extindere a lui T, va insemna cd acel model
e si model al lui T.

Pentru a intdmpina dificultatea (2) mentionatd inaintea lemei (13.7), vom
proceda astfel: intcrpretdm o constantd ¢ in modelul M nu ca ¢ insisi, ci ca
mulfimea tuturor constantelor lui C care in 7~ stau in relajie de identitate cu
c¢. S4 presupunem c# propozitia ¢ = ¢” e deductibild din T", deci cd

T l-c=c¢
Cum T’ e maximal consistentd, inseamnd cd avem s§i
(c=cH)eT.

S& notdm cu E(c) muliimea acestor ¢”; in simboluri,

Eoy={c:(c=¢c)e T}

Fie d € L. Dacd d € E(c) i d € E(c), atunci E(c) = E(c"). Intr-adevir, avem
d=c)eT si(d=c") e T. Aplicind axiomele identitifii, avem (c = ¢") €T".
Dacd pentru un d” € C avem d” € E(c) dar d'¢ E(c¢”) atunci inseamni ci
d=c)e T',dar—-(d=c)e T. Insidin(d=c)e T §i (c =¢") € T decurge
cd (d’=¢") € T'- contradicjie. Prin urmare, 0 constantd individuald d € L nu
poate aparjine decét unei singure multimi de forma E(c).

Pentru a proba lema (13.10) sunt necesari doi pasi: a) si se construiasci
un model M care s satisfacd proprietatea dorit4; b) si se demonstreze faptul
cd intr-adeviir M este un model al lui 7".

a) Modelul M se construieste astfel:

1) Domeniul A al lui M este colectia multimilor E(c), in simboluri

A={E(l):ce C)
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2) Interpretarea constantelor lui L. Fie d € L. Potrivit axiomelor identitdii,
avem

@-d=d
Prin generalizarea existenfiald, obtinem

@HFE@NE=4d
Muifimea T~ este consistentd, gi deci

i) T3 V) (v=4d
S4 cbservim acum ci formula v = d contine o variabil¥ liberd. Cum T~ are pe
C ca mulfime de martori in L, inseamnd ci

VT-E@vwhv=d ->d=c
pentru un ¢ € C. Din (iii) i (iv) decurge

WMTt-d=
Intrucit 7° e maximal consistents, avem (d = c) € T". Atunci d € E(c). Am vizut
mai devreme cd d nu poate apartine unor mulfimi diferite E(c) §i £(c”). Punem
I(d)y = E(c) €A.

3) Interpretarea predicatelor lui L. Fie P un predicat m-ar. Lui {i corespunde
prin interpretare a relajie m-ard R, astfel. pentru orice constante ¢, ... ¢, din C,

R(E(c,, ... E(c,)) ddacd P(c,, ... c)e T’
Fie acum m constante d,, ... d din L (deci nu neapdrat din C). Potrivit celor
de mai sus, avem m constante din C astfel Incat

d=cpeT.d =c)eT
S presupunem cd avem P (d, .. ) € T'. Potrivit axiomelor identitdii,
decurge. ci ‘

=P d,...d )Aald =c)nAn..(d =c)>Pc,..c)
Auwnci vom avea §i P(c,, ... ¢,) € T  §i deci R(E (c)), ... E(cm)). Prin urmare,

RE (), ... Ec)) ddacd P(d, ... 4) e T

4) Intcrpretarea simboluriler finctionale ale lui L. Dacd F este un simbol
tuncjional n-ar, atunci /(F) = G este 0 funciie n-arf A" — A. G se defineste astfel:
oricare ar fi constantele ¢, ¢, ... ¢, din C,

G(E(c), ... E(c)) = E(c) ddacd (F(c,, ... c)=c¢c) € T’
Ca si in cazul (3), interpretarea functiei F se construieste i pentru cazul cind
argumentele §i valoarea acestei funcfii sunt constante oarecare (nu neapairat din
Cy ale lui L.

Cu aceasta, trecem la punctul (b) al demonstratiei.

b) Trebuie ardtat cd pentru orice formuli ¢,

¢ € T ddaci M I= ¢.
Demonstrajia se face prin inductie asupra complexitifii lui ¢. Vom incepe cu
formulele atomare ale lui L.

-
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1) Fie ¢t un termen fird nici o variabild liberd. Atunci, potrivit interpretirii
simbolurilor funcfionale ale lui L (punctul (4) de mai sus), avem
Ml=(t=c)ddaci t=¢c) e T
pentru orice constantd ¢ din C.
In cazul general, trebuie si aritim ci pentru orice r, sit,
M= (¢, =1t) ddacd (1, = 1) €T’
S4 presupunem, intr-adevdr, cd avem (¢, = t,) € T". Awunci, cum formula
(¢, = v) are o singurd variabild liberd, pe v, inseamnd cd :
@Y, =v)—>( =0c)e T, pentru un ¢ din C
Dar 3 v) (¢,= v) € T §i deci trebuie c& (f, = ¢) € T". La fel, se arati cd
(t, = ¢) € T, pentru un ¢’ din C. Dar, conform celor argtate anterior, avem
Ml=( =¢)§iMl=(,=c)
Tindnd cont, pe de altd parte, cd (1= t,) € T', avem (¢ = ¢") € T i deci

Ml=(=c¢) 4
de unde _
Ml=( =1t)

Invers, sd presupunem ci avem M I= (¢, = 1,). Aceasta inseamnd cd I(z)) =
= E(c) = I(t,). Din definifia interpretdrii simbolurilor functionale ale lui L in M,
avem

G=0eTsit,=0eT
de unde, in chip evident,

t=1)eT

2) Fie ¢ o formuld atomarX a lui L, fird variabile libere. (Atdt in acest pas,
cit si in cel anterior, am considerat doar formule atomare in care nu apar variabile
libere, deci doar propozifii atomare; motivul este acela c¢d ne intereseazl
sd demonstrim c¢i M este model pentru 77, iar 77 este 0 mul{ime maximall
de propozitii; in T” nu apar formule care nu sunt propozifii.) De pilda, fie
¢ = P, ... t ). Alunci -

M= P(t, ...t ) ddacd P(t, .. 1) € T’
Fie P(t,, ... t) € T Stim c¥ existd ¢, ... ¢, din C incit

t=c)eT,. (@ =c)eT
Atunci, intrucét

EPE, Lt )A( =Cc) A (@, =c) > P, ... C)
inseamnd cd P(c,, ... ¢,) € T sl deci, {inind seamd de definifia lui M,

R(E(c), ... E(c)) are loc in M.
Dar, pe de altd parte,

M i= P(t,, ... t ) ((E(c), ... E(c,))) ddacd R(E(c)), ... E(c,)
de unde decurge ci

M= P(t, ..t)
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Invers, s presupunem cd M I= P(t, ... ¢ ); atunci R(E(c)), ... E(c)), de unde
rezultd ¢ P(t, ..t ) € T . Aplicand iard§i axioma identtafii, avem

P, o)A =c) At =c) > PQ, .. t)
de unde dccurge ¢ P(r, ... 1) € T _

La fel se poate demonstra cind ¢ este o formuld atomard de forma
e, .. ) =1t

3) Rimén cazurile in care

) ¢=-y

b=y A%

0e=C3wvy

Primele cazuri vor fi lsate ca exercitii. S3 1l considerdm pe al treilea. Agadar,
trebuie s3 ardtim cd

Ml=@ vy ddaci(@vyeT

Necesitatea. Si presupunem ¢ ((3 v) @) € T~ . Dar pentru ca aceastd formuli
sd fie o propozifie, trebuie ca in W sd apard cel mult o variabild liberd. Or, T”
are in L o mulfime C de martori, deci
(3 vy — yle)) € T pentru un ¢ din C
Prin modus ponens, objinem w(c) €T* . Potrivit inductiei, avem atunci
M = y(c) :
Dar, cum
Mi= (y(c) > 3 vy
decurge ¢3
Mi= (3 v) y.
Invers, dacd M |= (3 v) v, atunci pentru un obiect E(c) € A, avem
Mi= y(E@©)
adicl
M 1= y(c)
Prin inducfie, stim cd y(c) €T". Insi, potrivit axiomelor cuantificatorilor,
Fye)- 3wy
si deci (3 v) y) €T,
Asadar, M este model pentru T”. Intrucat T < T, inseamni ci M este model
si pentru T, q.e.d.
Cu aceasta, sunt pregitite conditiile pentru a demonstra teoremele (13.4),
(13.5) si (13.6).

Demonstratia teoremei (13.5):

1. Necesitatea. Presupunem c3 muijimea £ de propozifii ale lui L are un
model M i s3 ardtdm ci ea este consistentd. Dar daci nu ar fi consistent%, ar exista
0 demonstratie @,, ... ¢, a lui (y A (- y)) din Z.
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Exercitin: s¥ se arate cd orice @, este adevdratd in M. Cum @ = (W A ()
nu poate fi adeviratd in nici un model M, s se deducd faptul ci ¢, ... ¢, nu
e o demonstratie a lui ¢, — deci cd se obtine o contradicfie. '

2. Suficienta. Presupunem c3 Z e consistentd §i sd ardtdm c# are un model.
Mai Intdi vom arita ci o extindere a ei £° are un model. Construim un limbaj
L’= L v C, astfel incit, potrivit lemei (13.8), extinderea in L” a lui £ — anume
%’-are pe C ca multime de martori. In al doilea rand, lema (13.10) aratii c4 existi
un model M~ al lui Z” in L’. Dcoarece £ ¢ X°, inseamnd cd M~ e un model §i
al multimii %, in simboluri M” |= Z. S& notdm cd M~ este un model al lui 2 in
limpajul L°. Dar L” diferd de L doar prin faptul ci are in plus anumite constante.
Dcci dacd in definigia lui M nu avem in vedere cd uncle obiecte sunt interpretdri
ale constantelor din C, obtincm un model M”, care

1) e un model al Z;

2) e un model al lui ¥ n limbajul L, q.e.d.

Trecem acum la teorema (13.4). Ea aratd cd clasa teoremelor lui L este
acceasi cu clasa propozitiilor valide ale lui L.

1. Suficiena: Dacd o propozijie G este teoremd, atunci este validd. Sa
presupuncm ci ¢ este teoremd. Atunci existd o demonstratie ¢, ... ¢, = G a
lui 6 in L. Prin inductie se arat cd orice formuld @, este adevdratd in orice model
M al lui L, i deci @, = o este adevdratd in orice model M al lui L.

2. Necesitatea: Daci o propozitie G este validd, atunci este teoremd. Adica:
daci ¢ e adeviratd in toate modelele M ale lui L, atunci G este teoremi. In logica
propozitionald existi tautologia (= legea contrapozifiei):

R O )

Aplicind-o aici, decurge cd ceea ce trebuie sd devedim este cd: dacd ¢ nu
esle o teoremi, atunci o nu este adeviratd in toate modelele Iui L. Deci existd
un model M in care —G e adeviratd, in simboluri M k&= — ¢. S3 presupunem deci
ci o nu e teoremi. Dar ¢ e teorernd ddacd {— o} e inconsistentd. Agadar, daci
O nu e o teoremd, inseamnd cd {— o} e o muliime consistentd de propoziii.
Atunci, potrivit teoremei (13.5), {— o} are un model M, deci M = - o, q.e.d.

In sflrsit, s3 demonstrim teorema de compactitate, (13.6): o multime X de
propozifii are un model ddacd orice submultime finitd I" a lui X are un model.

1. Suficienta: Daci M e un model al lui Z, atunci e model §i pentru submulimea
finita T" a lui X. Acest lucru este evident, tinind seami c3 M ¢ model al lui £
ddacd M ¢ model pentru orice propozitie din X, deci §i pentru orice propozifie
din T

2. Necesitatea: Dac3 oricarc ar fi muljimea finitd I ¢ X, I are un model,
atunci existd un model al lui X. Intr-adevir, sd presupunem ci orice astfel de
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I' are un model, dar c¢i £ nu are nici un model. Atunci, potrivit teoremei
(13.5), inseamni c3 X nu este consistentd. Adicd, Z - (¢ A ). Prin urmare,
existd o demonstratie ¢, ... ¢, = (¥ A ) In care intervin un numir finit
m (m £ n) de propozitii din Z. Fie I multimea acestora. Dar I" ¢ inconsistentd,
asadar, iarisi potrivit teoremei (13.5), I' nu are nici un model - ceea ce contrazice
supozitia facutd, q.e.d. '

O aplicagie a teoremei de compactitate

Teorema de compactitate are multe aplicatii interesante. Una dintre acestea
e urmitoarea: in paragraful anterior am mentionat modelul standard MN al
aritmeticii lui Peano. Propozitiile adevirate in acest model, Th(MN), formeaza
o multime maximal consistentd de propozitii ale lui L .. Asadar, pentru oricare
propozifie a acestui limbaj, sau aceasta sau contradictoria ei e adeviratd in
MN i, deci, apartine lui Th(MN). Ar decurge de aici ¢d am obtinut o teorie
de ordinul intdi — anume, Th(MN) — care caracterizeazi numerele naturale, adici
ea are ca modele numai sisteme de felul lui MN (deci: modelele lui Th(MN)
sunt MN insugi §i modelele izomorfe cu MN).

Aceastd concluzie este insd falsd; pentru cd existd modele M ale lui L,
care sunt elementar echivalente cu MN, dar nu sunt izomorfe cu acesta. Putem
demonstra cd e asa apeldnd la mai multe metateoreme ale logicii predicatelor.
Teorema de compactitate se poate deja folosi chiar aici pentru a produce un
model necstandard al AP.

Fie L, = {0, S, +, -} limbajul aritmeticii lui Peano. Vom construi un
nou limbaj L” = L, v {c}, addugadnd lui L,, o constantd ¢. S& observim cd
in L, — i deci §i in L” - pot fi definite diverse relafii intre numere, de exemplu
relafia < (n este (strict) mai mic decdt m), in felul urmitor:

n<m=df. @ v)(n+ Sv=m
Acum, construim o teorie X in felul urmidtor: X este Th(MN), ciéreia i se adaugi
propoziliile

pentru orice 7. Vom arita ci Z are un model . intr-adevir, fie T o parte oarecare
finitd a lui Z. fn T sunt menfionate numere; dar acestea nu pot fi decét in
numir finit, fiindcd I' e finitd. Fie n cel mai mare dintre acestea. Atunci, luim
ca model al lui I' modelul standard MN, in care interpretdim pe ¢ ca Sn. Daci

-
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o propozitie ¢ din I' apartine lui Th(MN), atunci sigur e adevdratd in MN;
daci nu apartine lui Th(MN), atunci e de forma m < ¢. Dar §i atunci aceastd
propozifie e adeviratd, cici interpretarea lui ¢ in MN e luatd ca mai mare decit
orice numir mengionat in I', deci §i decat m.

Intruct T e o submulgime oarecare finit4 a lui X, prin teorema de compactitate
(13.6) decurge c4 X are un model M. Dar, cum Th(MN) e inclusd in Z, inseamnd
ci M este model si pentru Th(MN). In M sunt adevirate exact aceleasi propozifii
ale limbajului L,, al arim}eticii lui Peano care sunt adevirate si in modelul
standard al acestei teorii. Insd In M existd un obiect (interpretarea lui ¢) care
e mai mare decit toate numerele naturale. In M existi un obiect care ¢ un
numir infinit. Acest model M este deci un model nestandard al aritmeticii
lui Peano (si al teoriei complete a numerelor). El are urmitoarele caracteristici:

1) este elementar echivalent cu MN, cici in M si MN sunt adevidrate exact
aceleagi propoziii ale lui L,,, anume cele din Th(MN),

2) nu este izomorf cu MN, cici obiectului infinit din domeniul lui M
nu-i corespunde nimic in domeniul lui MN.

Asadar, si scriem: .

(13.11) Teoria completd a numerelor Th(MN) are un model nestandard.

Acest rezultat ne arati ¢i nu putem intdiri teorema (13.3) pentru a afirma
cd daci doui modele sunt elementar echivalente, atunci ele sunt §i izomorfe.

Cum arati un astfel de model nestandard al teoriei complete a numerelor?
(Un rezultat surprinzitor este, cum vom vedea, urmdtorul: daci in domeniul

lui apare un obiect infinit, atunci vor trebui sd apard infinit de multe astfel

de obiccte infinite). Pentru a rispunde acestei intrebdri, vom proceda astfel:
MN si M sunt elementar echivalente, adicd in ele sunt adevidrate exact aceleasi
propozifii ale limbajului L,, al aritmeticii lui Peano. Plecind de aici, ori de
cite ori numerele naturale au 0 anumitd proprietate — adic3 ori de cfte ori o
propozijie ¢ e adevirati In MN — conchidem cd obiectele din domeniul lui
M au aceeasi proprietate (cici ¢ e adevdratd §i in M). Apoi, Incercdm si descifrdm
ce spune acea propozitie despre obiectele din domeniul lui M.

Fie deci M = <4, z, s, &, §>. Aici A este domeniul lui M, z este obiectul
din A prin care ¢ interpretatd constanta 0, deci /(0) = z, §i mai departe /(S)
=5, I(+) = &, I(-) = §. S4 numim obiectele din A NUMERE (obiectele din
domeniul lui MN vor fi numite In continuare numere). Pentru a-1 construi pe
M, si plecim de la unele propozitii adevirate in MN. In MN se poate defini,
aga cum am vdzut, relatia de ordine strictd mai mic decdt. Prin urmare, 0 putem
defini §i In M. Vom nota aceastd relagie cu §. Cum in MN e adevirat ci
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tnseamnd cif fn M aceastd proporitie e de asemenea adeviratd §i deer o oricare
ar i NUMARUL x, nu ¢ adevirat ¢i x 4 x. Relajia < si deci si { esic totald,
adici

(Y v) (VY v) (v, <v, v v, <)

Apoi, §tim ci orice numir este fie par, fie impar. Adicd, dacd x ¢ vn numdr,
atunci exista tm alt numir y astfel incdt

x=y+vsaux=y+y+1
Analog, in M pentru ficcare NUMAR x existd un NUMAR y astfel incét

x=y&ysaux=y &y &l
In sfarsit, si observim ci in MN orice numir (cu exceptia lui 0) este succesorul
unui singur numir. Prin urmare, putem defini o funclic R inversd cclei de
succesor S, in felul urmitor:

RO =0

RSx) = x

Prin S, lui 2 fi corespunde 3; prin R, lui 3 fi corespunde 2 etc. In modelul
M, se construieste deci o functie r, delinitd prin:

riz) = z

ris(x)) = x
Acum vom trece la cercetarea efectivi a felului cum arati modelul M. in primul
rind, In M existd un NUMAR carc corespunde lui zero, e deci NUMARUL
zero in M, anume z. Cu ajutorul funcyiei s, construim acum o submulfime
2 lui A, formatd din tofi succesorii lui z:

z, 5(2), s(s(x)), s(s(s(2))), s(s(s(s2)» ...

Vom numi aceste obiecle NUMERE standard. Sirul acestora este, aga cum s¢
vede cu usuringd, izomorf cu girul 0, 1, 2, 3, 4, ... al numerelor naturale. Intr-
adevir, oricirui numir natural fi corespunde un §i numai un NUMAR standard,
iar n < m ddaci flin) { fim).

Intentia noastri e de a pune intr-un sir toate NUMERELE (s3 ne amintim
ci mulfimea A cste numirabil3). In acest sir, segmentul inifial va fi construit
de NUMERELE standard. Stim insd cd in M existd NUMERE care nu sunt
standard, care sunt mai mari decat orice NUMAR standard. Acestc NUMERE
vor uma in §ir dupd ce am cuprins in acesta toate NUMERELE standard.

Fie acum doud NUMERE x §i y. Vom spune ci ele sunt M-echivalente
ddaci existi un NUMAR standard q astfel incit x & a =y sau y & a = x.
Intuitiv, aceasta inseamnd cd putem obtine pe cel mai mare dintre ele aplicind
asupra celuilalt, de un numdr finit de ori, functia z. Evident, oricare doui NUMERE
standard sunt M-echivalente. Intr-adevir, si presupunem ci m este strict mai
mare decit # §i ci ambele NUMERE sunt standard. NUMARUL m a fost obtinut

Procd -

125



aplicind de m ori funcfia s asupra lui z, iar n — aplicind de » ori functia
s asupra lui z. Agadar, existi NUMARUL finit m-n care e cel ciutat. Pe de
alti parte fns3, nici un NUMAR standard nu este M-echivalent cu unul nestandard
¢. Cici si presupunem ci ¢ ar fi M-echivalent cu un NUMAR standard m; daci
fnsd aplicim de un numir finit de ori, fie acesta n, functia s asupra lui m,
obfinem NUMARUL m + n, care e la randul lui standard.

Daci x e un NUMAR, vom spune ci segmentul lui x ¢ muljimea tuturor
NUMERELOR M-echivalente cu x.

Toate NUMERELE standard — deci toate NUMERELE care corespund nu-
merelor naturale — fac parte dintr-un singur segment, cel care incepe cu z (§i
nici un NUMAR ncstandard nu face parte din acest segment). Acest segment
standard e infinit, dar numai intr-o singurd directie, spre NUMERE mai mari.
Fie acum ¢ un NUMAR nestandard. Segmentul lui x nu este cel standard, cici
atunci ar trebui ca ¢ si fie M-echivalent cu un NUMAR standard, ccea ce am
vdzut cd nu ¢ posibil. Atunci:

1) Orice succesor al lui ¢ este a) in acelagi segment cu c; b) nestandard.
Prin urmare, fn segmentul lui ¢ avem sirul infinit

¢, 5(c), s(s(c)), s(s(s(c)), s(s(s(s(c))s ...

2) Orice predecesor al lui ¢ este a) In acelasi segment cu ¢; b) nestandard.
Prin urmare, in segmentul lui ¢ avem girul infinit

- (r(r(r(e)))), r(r(r(c))), r(r(c)), r(c), ¢
Se poate verifica usor cd cele doud propozifii sunt adevirate. Din ele decurge
cd segmentul lui ¢ este un sir infinit in ambele directii: §i spre NUMERE
mai mari, §i spre NUMERE mai mici, deci e de forma:

- r(r(r©)), r(r(©), r(c), ¢, s(c), s(s(c)), s(s(s(c)), ...
Acest sir este izomorf cu muliimea numerelor intregi, unde ¢ std pentru O,
s(c) pentru 1, r(c) pentru —1 etc. In general, succesorii lui ¢ corespund intregilor
pozitivi, iar predecesorii lui ¢ — intregilor ncgativi.

Segmentul Iui ¢ std, in girul tuturor NUMERELOR, pe care vrem sd-i
construim, dupd segmentul standard.

Dar, nc putem intreba: existd un singur segment nestandard? Rédspunsul
la aceastd intrebare cste parte a teoremei (13.12), care rezumd felul in care
aratd un model nestandard numdrabil al teoremei complete a numerelor:

(13.12) Elementele domeniului unui model nestandard numérabil al teoriei
complete a numerelor pot fi linear ordonate de relatia de ordine strictd { §i:

a) segmentul inigial al sirului astfel obginut cste segmentul standard, care
este izomorf cu numerele naturale;

b) orice scgment nestandard este izomorf cu sirul numerelor intregi;
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¢) intre orice segment nestandard §i segmentul standard se intercaleazi
un alt segment nestandard,

d) intre oricare doud segmente nestandard se intercaleazd un alt segment
nestandard.

Punctele (a) si (b) au fost probate mai devreme. Punctele (c) §i (d) afirmd,
fn esen(d, urmitorul lucru: fie SEGM mul{imea tuturor segmentelor d¢ NUMERE
din M. Aceastd mul{fime — aga cum se poate constata ugor — estc ordonatd de
o relaie de ordine stricti <- intr-adevidr, putem pune:

X< Y=df. existiun x € X §i uny € Y astfel incit x { y §i x §i
y nu sunt M-echivalente.

Dacd are loc condifia din definiens, evident ci are loc §i relagia:

oricare ar fi x € Xsiye Y, x{ y.

Punctele (c) §i (d) afirmd cd <- este o relatie de ordine strictd pe SEGM care:

1) admite segmentul standard ca element minimal (a se vedea definifia
(12.6.5));

2) este densd (a se vedea definitia (12.6.3)). ,

Decurge de aici cd sirul SEGM de segmente de NUMERE este izomorf
cu sirul numerelor ragionale pozitive.

Vom demonstra punctul (¢) al teoremei (13.12); punctul (d) este lisat ca
exercitiu. '

S# presupunem c# existd un segment nestandard X in SEGM care urmeazi
imediat dup¥ segmentul standard. Si presupunem ci NUMARUL d apariine lui
X. Dar d este sau par sau impar. Prin urmare, existd un NUMAR c astfel incat

c&kc=dsau ¢c & c & sz =d
_ S4 luim primul caz (in celilalt rajionamentul decurge analog). NUMARUL

" ¢, potrivit supozitiei ficute, aparjine sau segmentului standard, sau lui X. Dac

¢ e standard, atunci desigur ci si 4 trebuie si fie standard, ceea ce incalci
supozifia fécutd. Prin urmare, ¢ este nestandard. Presupunem acum ci ¢ apartine
de asemenea segmentului X. Potrivit definifiei segmentului, aceasta inseamni
¢l ¢ si d sunt M-echivalente, adic (tinem aici seami de faptul ci ¢ { d) existi
un NUMAR standard x astfel incat

c& x=d
Dar cum, pe de altd parte, am presupus ¢d ¢ & ¢ = d, avem

c&c=c&x
de unde decurge ci

=X

ceea ce contrazice faptul ¢ ¢ nu este un NUMAR standard. Asadar,

1) ¢ nu este un NUMAR standard;

DcHi q
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3} ¢ nu apartine segmentulul X; ¢ va aparfine unui alt scgment Y, iar
¥ trebuic si fie nestandard — ceca ce contrazice ipoteza ¢ X urmeazd in girul
SEGM imedial dupid segmentul standard, g.e.d. '



8 14, Teoremele Léwenheim—Skolem

Teoremele care vor fi formulate in acest paragraf, 1z fel ca gi tcorema
de compactitate, sunt teereme de caracterizare a logicii de ordinul intdi a
predicatelor {cf. paragraful 16 in acest sens). Mai direct, elc probeazi urmiorul
lucru: in logica de ordinul intd, nu putem distinge intre

1) muljimi finite g mulfimi infinite;

2) mulimi infinite numdfirabile §i mulfimi infinite nenumdrabile.

Aceasta In sensul urmitor; 1) o feorie care are un model finit, dar arbitrar
de mare, are gi un mode) infinit; 2) o teotie are un model infinit numirabil
ddacii are §i unul infinit nenumirabil. Decurge de aici ¢4 nu puiem spera ca,
apelind la tcorii de ordinul intd, s caractelizdm muljimile finite, oti pe cele
infinit numdrahile, o pe cele infinit nenumirabile. In logica de ordinul intai
nu putem defini nofivele de finit §i infinit (numirabil sau nenumirabil). Intr-
adevir, se poate demonstra ¢d:

(14.1) Dacl o teorie T arc modele finite oricht de largi, atunci are §i un
model infinit

(14.2) Teorema descendentd Lowenheim-Skolem . Dacd © teorie 77 are un
model infinit, atunci are § un model infinit num3ral.

{14.3) Teorema ascender:td Liwenheim=Skolem. Dack o eorie T are un
model infinit, atunci are un model infini¢ de ofice putere (In panicular, dacd
are un model infinit mumirabil, atunci are an model infinit nenemdrabil).

Demonstraia teoremei ($4.1). Presupunem ¢l teoria 7, formulatd in limbajul
L, are modele finite oricit de largl. Adicd, pentrv orfice numdr natral n, T
are un model in al cirui domeniu se afld cel pufin n obiecte. Fig acum un
nou limbaj L° construit prin ad3ugarea la £ a unui numdr infinil de constante
e {i € m). Acesle constanie presupunem ci v aparjineau lui L. in acest nou
limbaj construim o noul teorie 7" adiugind lui T toate propoziiile de forma

—(c;=ci),cu£«:ce,j-cm,z‘==j.

Ideca demonstrafiei este $& aritim cfi teora 77 are un model. Cittorul care
a Infeles sensul teoremei de compactitaie va banui imediat, din chiar felul in
care a fost formulats teorema (14.1), ¢l pentru & dovedi ¢4 T are un model
trebuie arfitat ¢i orice submultime firit¥ a lui T° are un model, din care prin
compactitate va decurge cif gi T~ are w1 model, Fie deci T” o submulfime carccans
finitd a lui 7°. In " vor apare cel mult constanicle ¢,, ... ¢, peptru un numér
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finit m. $tim ¢i T are modele finite arbitrar de largi. Atunci va avea §i un
model M cu un numir n > m dc obiecte fn domeniu. S¥ ardtdm ci acest model
M_c si un model al lui T'. Dacd o propozilic ¢ a lui [" apartine lui T, atunci
sigur o ¢ adeviratd in M , fiindcd in acest model sunt adevdrate toate propozifiile
din T. Dact insi o din I" nu aparjine lui 7, Tnscamnd ci este O proporifie
de forma

H¢; = ¢)
unde, potrivit supozitiei, i < m, j < m, i # j. Cum in domeniul A al lui M
existd n > m obiecte, inseamni ci putem interpreta in M constantele individuale
Cs €, (i, j < m) astfel inct I(c) # I(c) si deci astfcl fncdt orice propozifie
de forma indicati de mai sus din T’ sa fie adeviraid In M. Asadar, M e
model al lui T.

Atunci, prin teorema de compactitate, tcoria T~ are un model M. Dar T
este inclusd In 77, deci M este un model §i pentru 7. Aga cum am procedat
in demonstratia teoremei (13.5) (suficien{a), putem considera numai reducerea
M’ a acestui model M la limbajul L: M~ e atunci un model al limbajului L
pentru T si este, evident, infinit.

S4 trecem acum la teorenele Lowenhcim-Skolem. Teorema descendentd
se objine cu usurin{d din teorema generalizatd a complctitudinii (13.5). S&
presupunem, intr-adevir, cd teoria T are un model. Potrivit lui (13.5), fnseamnd
- ¢a T este consistentd. Atunci ea are, conform lemei (13.10), un model canonic
M. In acest model fiecare obiect este interpretarca unei constante individuale
c. insa in limbajul lui T nu existd decét ccl mult un numdr infinit num&rabil
de constante individuale — §i deci domentul lui M nu poate cuprinde decit

cel mult un numdr infinit numirabil de obiecte, g.e.d.
‘ Teorema ascendentd Lowenhcim-Skolem se demonstreazd asemindtor cu
tcorema (14.1). Fie teoria T formulatd in limbajul L, care are un model infinit
numirabil. Fie acum C o mul{ime infinit nenumirabild de constante individuale
¢, care nu apar in L. Se construieste in L” = L U C muljimea
T=T (A, =cp o= P}

La fel ca la (14.1) se aratd cd T are un model. Atunci, prin (13.5), T~ este
consistentd i, prin (13.10), are un model canonic in care fiecare obiect este
interpretarea unei constante ¢,. Evident, acest model este infinit nenu-
mirabil, g.e.d.

Teoremele Lwenheim-Skolem sunt unele dintre cele mai tulburitoare re-
zultate objinute in logici. Vom mentiona dou# contexte in acest sens.

Mai intdi, sd vedem ce se intdmpli daci incercim si aplicim aceste teoreme
celor mai importante teorii formalizate in logica predicatelor de ordinul fntai
— aritmetica lui Peano §i teoria mulgimilor. -
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(14.4) Aritmetica lui Peano admite un model infinit nenumdrabil.

(14.5) Teoria completd a numerelor admite un model infinit nenumirabil.

Desigur, (14.4) decurge din (14.5), fiindc# AP ¢ inclusa in Th(MN). Teorema
(14.5) se demonstreazd ugor: TA(MN) are un model infinit numdrabil, anume
MN. Prin teorema ascendentd Lowenheim—Skolem, existd un model infinit
nenumdrabil pentru Th(MN). Evident, acest model este nestandard. Agadar,

(14.6) Aritmetica lui Peano are un model nestandard.

Am obtinut astfel o noud demonstraie pentru (13.11).

Si trecem acum la teoria mulfimilor TM. In TM existd axioma infinitului,
care asiguri ci existi cel putin o mulfime infinitd num3rabild. In TM se demonstreaz
de asemenea tecorema lui Cantor, potrivit cireia multimea submuljimilor unei
mulfimi are un cardinal mai mare decit cardinalul acclei mulfimi. Prin urmare,
existd cel pufin o mulfime infinitd nenumdrabild, anume mulfimea tuturor
submultimilor unei mulfimi infinitd numirabild. Atunci, unmodel standard pentru
TM cste unul al cirui domeniu este infinit nenumdrabil.

Aici intervine tecorema descendentd LOowenheim-Skolem:

(14.7) Teoria muliimilor admite un model infinit numirabil.

Demonstrajia ¢ o aplicajic imediatd a teoremei (14.2). Intr-adevir, cum
TM are un model infinit, va avea, potrivit acestei tcoreme §i unul infinit numarabil.

Intre interpretarca (modelul) standard si teorcma (14.7) existd o tensiune,
carc constituic ceca ¢e se¢ numegle ,,paradoxul lui Skolem*.

Cel de-al doilea context logic in care teoremele Lowenhcim—Skolem intervin
in mod semnificativ vizcazi relajia acestora cu teorema de incompletitudine
a lui Godel. Intr-adevir, teorema (14.6) poatc fi demonstrati si plecind de la
tcorema de incompletitudine a lui G6del, In felul urmitor: Godel a arftat ci
aritmetica formald cste incompletd. Atunci insd AP are doud modele care nu
sunt elementar echivalente (in unul ¢ adevidratd o propozifie, in altul e adeviratd
contradictoria acesteia; o atarc propozijie existd in mod necesar potrivit in-
completitudinii lui AP). Apeldnd la teorema (13.2), inseamni cd cele doud modele
nu sunt izomorfe. Iar dacd unul este modelul standard al aritmecticii, atunci
cu sigurantd celdlalt e nestandard, prin urmare (14.6) ¢ adeviratd.

§ 15. Teoremele de interpolare si definibilitate

In paragraful 6 am demonstrat, relativ la logica propozifionald, teorema de
interpolare a lui Craig. Asa cum am vizut, aceasta poate fi formulatd atit fn
chip sintactic (apelind la notiunea de deductibilitate), ct gi semantic (apelind
la notiunea de consecingd). Teorema de interpolare e valabild §i pentru logica
predicatelor de ordinul intfi. In varianti semantic}, ea este urmitoarea propozifie:
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(15.1) Fie o si t doud propozifii astfel incit ¢ = 7. Atunci exista o propozilic
8 astfel incit

a) orice simbol predicativ §i funcfional i orice constantd individualid care
apar in O apar atdt in o cdt i in ©

PDoil=0gsi0l=r1
Pentru logica propozifionald am dat demonstragia teoremei lui Craig in varanta
semantici (teorema (6.2.1)). In acest paragraf nu vom insista insd asupra
demonstratiei lui (15.1). Dar vom demonstra doud teoreme care decurg din
tcorcma de interpolare: teorema de consistenjd a lui Robinson si tcorema de
definibilitate a lui Beth.

(15.2) Teorema de consistentd a lui Robinson. Fie T, i T, doudl teorii
inchise. Atunci: teoria T, U T, este realizabild ddacd nu existd nici o propozifie
in T, a clrei negatie este in T,.

Demonstratie:

1. Suficienta. Aceasta se demonstreazd imediat. Sd presupunem, intr-adevir,
cd T, U T, este realizabild, dar existi o propozifie ¢ astfel incit ¢ € T, si
-0 € T,. Atunci, evident, T, U T, este inconsistenta (a se vedea defini{ia unci
teorii inconsistente). Potrivit teoremei de completitudine (13.5), T, U T, nu are
nici un model, ceea ce contrazice ipoteza.

2. Necesitatea. Trebuie ardtat ¢d dacd nu existd nici o propozijie o astfel
mcitoe T,5i-0€ T, awnci T, U T, este realizabili. Accasta echivaleazd
Cu 2 ardta cd dacd T LT, nu este realizabild, atunci existd o propozitic ¢ astfel
mcat s € T, §i—o0 € T, S&presupunem ¢ T, U T, nu este realizabild. Prin
teorem:a de completitudine, T, U T, nu ¢ consistentd. Existd atunci o muljime
finitd L de propozifii din 7, v T, care e inconsistentd. Fie T =X U L, i
L aTiarZ T, Cum Z §i I, sunt finite, exist? conjunciia propoziiilor
din £, respectiv din Z,. S8 notdm cu 0, $i ¢, aceste propozilii. Awnci propoziia

T, A G,
¢ste meonsistentd, ccea ce inseamni c3

-0, A 0,)
adicd

ko, > -0,
Aplicind teorema de completitudine a lui Godel, objinem

=0, 5 -0,
si de aici

o, l=-o0,

Prin ecorema lui Craig, existd o propozifie 0 ale cirei simboluri nelogice apar
aldt in o, cit §i In o,, §i
o,1=0,01I=-o0,
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Cumo, e conJuncua unor propoziii din T, iar T, este o teorie inchisd, Inseamna
ci o, e T,. in 6 nu apar decét simboluri care apamn si limbajului in care e
formulata T , iar 8 e consecinfa unei propozitii din T,. Deci 6 e consecin{d a
lui T, i, ﬁindcﬁ T, e inchisd, deducem ci 0 e T,. Analog, tindnd cont de faptul
ci 6 I= - o, si c4, de asemenea, 8 = - o, ddacd G, k= — 6, deducem cd - 6 €
T, ceea ce contrazice ipoteza inifiald, g.e.d.

Sensul teoremei lui Robinson e urmétorul. Despre doui teorii 7, i 7, avem
doud modalititi de a spune cd se contrazic:

a) sintactic, spunem ci T, §i T, se contrazic cand existd o propozitie © care
apare in T, dar a clrei negatie apare in T; in acesl caz, s3 spunem ci cele doud

teorii sum explicit mcompatlbzle,
b) semantic, spunem ci T, si T, se contrazic atunci cénd ele nu au nici un

model in comun. S¥ spunem in acest caz cl cele doul teorii sunt fn conflict.

A fi in conflict e o nofiune semantic; a fi explicit incompatibile e 0 notiune
sintactici. Teorema lui Robinson afirm3 c3 doud teorii stau in primul raport ddacd
stau §i in al doilea. Teorema leagi deci cele doud nofiuni, asertdnd cd ele au
aceeasi extensiune; sunt coextensionale.

E interesant si notim urmitorul lucru: in demonstratia teoremei lui Robinson
s-a folosit teorema de interpolare a lui Craig. Dar se poate proceda §i invers:
presupunind ci teorema lui Robinson e demonstratd, putem demonstra pe aceastd
bazd teorema lui Craig, dupd cum urmeazd.

Fie o §i T doudi propozifii astfel incdt ¢ I= 1. Fie L, limbajul care confine
toate simbolurile nelogice din ¢ §i L, limbajul care confine toate simbolurile
nelogice din 7 (si, deci, din — 7). Fic T, mulfimea consecintelor in L, ale lui
o si T, mulfimea consecingelor in L, ale lui — 1. Este evident ¢cd T, U T, este
inconsistent, fiindcd — ¢ apartine 1ui7, §i deci §i lui T, U T,. Pe de altd parte,
cum O I= 1, inseamnd ¢ I= G > T. Darce T, §1dec11€ T, agadar T € Tl
U T, ceeace face caT, U T, sd fie mconmstema Potrivit teoremei de com-
pletitudine (13.5), T, U T, nu este realizabild. Aplicand acum teorema lui Robinson,
inseamn c4 existi o propozitie 0 astfel incit 0 € T, si—-98 € T,. Aceastd propozitie
8 trebuie, desigur, sd nu confind decét simboluri nelogice care apar atét in T,
cat si in T,

S& observam mai intii, ¢4 6 € T,. Dar T, e mulfimea consecin{elor lui o,
deci o = 0. in al doilea rind, - 0 € T,. Dar T, e mulfimea consecinfelor lui
—1T, deci — T = — 0. De aici objinem

E-1-5 -0

=0 51

Ol=1
ceea ce demonstreazi teorema lui Craig.

1
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S4 trecem acum la teorema lui Beth. Ca si cea a lui Robinson, ea leagd
0 notiune sintacticd dc una semantica. In cazul teoremei lui Robinson, cele dous
nofiuni erau reconstructii ale notiunii intuitive de contrazicere Intre doud teorii.
in cazul tcoremei lui Beth, nofiunea intuitivd de la care se pleacd e cea de
definibilitate, prin care se vizeazi posibilitatea de a defini ceva in functie de
altceva: e ideea cd ntr-o teorie un simbol o e definibil cu ajutorul altor simboluri
B, ... B, Bunioar, ne intrebim:

a) Este definibil in T termenul ¢ cu ajutorul temenilor ¢, ... £?

b) Este definibil in T predicatul P cu ajutorul predicatelor P, ... P ?

c) Este definibild in T funciia F cu ajutorul functiilor F, ... F?

Se pot formula doud reconstructii logice ale acestei nofiuni intuitive de
definibilitate in T: notiunca de definitie explicitd §i cca dc definitie implicitd.
Pentru a ugura injelegerca teoremei lui Beth, in continuare vom considera numai
cazul (b) in care ccea ce se urmireste este si se defineascd, intr-o teorie 7, un
predicat P cu ajutorul altor predicate P, ... P .

Definifia, asa cum sc¢ observd, este in ambele cazuri relativizatd 1a o teorie;
nici explicit, nici implicit P nu ¢ definit in chip absolut, ¢i numai relativ 1a o
anume teorie. De bund seami insd cd cel care doreste s aibd o definitie (explicitd
sau implicitd) absoluta va putea proceda in felul urmadtor: va lua tcoria T pe care
o considerim ca fiind muljimea vidi, deci T = ¢. In acest caz, nu vom mai
considera contexte de forma

Ty
ci contexte de forma

-y
deci in carc ¥y nu mai ¢ deductibild din T, ci este tautologie.

a) Prima reconstruciie logicd a nofiunii de definibilitate a unui predicat P
in teoria T este sintacticd. O vom numi definibilitate explicitd. Vom spunc ci
predicate]l P n-ar este explicit definibil in T cu ajutorul predicatelor P, ... P
ddaci existd o formuld ¢ astfel incit

DTENv) .. (Y)Py,..v) « ¢V, ... V),

(i1) wate varabilele libere din ¢ sc afld printre v, ... v;

(m) toate simbolurile nelogice din ¢ se afli pnmrc P,..P.

In acest caz, zicem ci ¢ defincgte explicit predicatul P in T sau cd P are
0 dcﬁm;lc explicitd in T prin .

b) A doua reconstructie logicd a notiunii de definibilitate a unui predicat
P in teoria T este scmanticd. O vom numi definibilitate implicitd. Ideca acestui
tip de definiie 1i aparjine logicianului italian A, Padoa. Si presupunem ci avem
un model M al lui 7, in care am determinat deja domeniul de obiecte, precum
yi extensiunile predicatclor P, ... P_. Din definibilitatea impliciti a lui P prin
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P, ... P_. decurge c4, in acest caz, in modelul M al lui T §i ¢xicnsiunea lui P
va fi unic determinatd.

Cu alte cuvinte, P este definibil implicit In T cu ajutorul predicatelor
P, .. P_ddaci oricare ar fi modelele M| si M, ale lui T astfel incat

(i) domeniile celor doud modele sunt identice, A, = A,;

(ii) predicatele P, ... P, au acceasi interpretare in ambele modele. Asadar,
daci

I (P) =R =1In, (P), ... Iu, (P)=R_=1In, (P)
atunci predicatul P va avea aceeasi interpretare in ambele modele, in simboluri

Iu (P)y =R = In, (P)

In acest caz, zicem ¢i P, ... P_ definesc implicit in T predicatul P, sau
cd P are o definijic implicitd in T prin P, ... P .

Teorcma lui Beth Icagd cele doud notiuni; ea afirmd cd intr-o teorie T ele
sc aplicd exact aceloragi predicate.

(15.3) Teorema de definibilitate a lui Beth. Un predicat P este explicit
definibil in T ddacd P cste implicit definibil in T.

Demonstrajia acestei tcoreme va fi formulatd intr-un mod indirect. Mai intéi,
vom demonstra o lemd carc va stabili anumite condifii necesare i suficiente
pentru definibilitatea implicitd a lui P in T. Apoi vom arita ci acele condifii
sunt echivalente cu definibilitatca explicitd a lui P in 7. Motivul pentru care
procedidm astfel este acela ci, uncori, in formularca teoremei lui Beth se pornegte
direct de la condijiilc date in accastd lemd pentru definibilitatea implicita.

Fie T o noull teorie care se objine din T dacd substituim uniform in orice
propozijie ¢ a lui T toate simbolurile nelogice care apar in G, cu excepiia
predicatelor P, ... P_, cu alte simboluri de acelasi tip, adicd:

a) ori de cite ori in ¢ apare o constantd ¢, substituim uniform pe ¢ cu 0
noud constantd ¢” care nu apartine limbajului lui T;

b) ori de cite ori in ¢ apare un predicat n-ar P, 1l substituim uniform cu
un nou predicat n-ar P°, care nu aparline limbajului lui T; ’

¢) or dc cite ori in ¢ apare o funcfie n-ard F, o substituim uniform cu
o noud functie n-ard F’, care nu aparc in limbajul lui T.

Asadar, daci L este limbajul tcoriei T, atunci teoria T~ este formulati in
limbajul

L"={P, .. P} U {a :«este un simbol al lui L diferit de P, ... P}
Urmeazd acum lema mengionatd:

(15.4) Un predicat P n-ar este implicit definibil in T cu ajutorul predicatelor
P, .. P ddaci

ODTUT = v). Yv)P,..v) e Py, .. v))

Demonstratie:

1. Necesitatca. Trebuie sd ardtdm cd dacdl (I) e adeviratd §i M| si M, sunt
modele ale lui T cu acelagi domeniv in care P, ... P_ au aceleasi interpreldr,
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atunci P are in ambele modele aceeasi interpretare. SZ presupunem deci cd (I)
¢ adevifrati §i ¢ M, §si M, sunt doud modele ale lui T care au acelasi domeniu
si in care P, ... P_ au aceleagi interpretdri. M, §i M, sunt modele ale lui L. Sd
construim acum un model, pe care il vom nota cu M, + M,, care e un modcl
al limbajului L v L°, in felul urmitor:

a) pentru orice P, (i < m), interpretarea acestuia in M, + M, este interpre-
tarea lui P, in modelul M, (sau, ceea ce e acelasi lucru, in M),

b) dacd o este un simbol al lui L, diferit de P, ... P, atunci interpretarea
lui o in M, + M, este interpretarea lui o in M ;

¢) dacd o este un simbol B” al lui L, diferit de P, ... P_, atunci interpretarea
lui o in M, + M, este interpretarea simbolului § al Iui L in M,

d) domeniul lui M, + M, este domeniul lui M.

Se vede ugor cd orice propozijie ¢ a lui T este adeviratd in modelul
M, + M,. Apoi, dacd ¢~ este 0 propozitie a lui 7", atunci si aceasta este adevirati
nM +M, Intr-adevir, ea este adeviratd in M, + M, ddaci orice sir de obiecte
X,, ... X, din domeniul lui M, + M, satisface pe 0, adica relaiile corespunzitoare
simbolurilor (nelogice) ale lui L° sunt satisfdcute de obiectele din sirul
x,, ... x. Dar acestea sunt satisfdcute ddacd relaiile corespunzédtoare simbolurilor
lui L ce apar in propozifia ¢ a lui T sunt satisficute de obiectele x,, ... x_in
M,. Or, cum M, e model al lui T §i are tot domeniul A al lui M|, acest lucru
se Intdmpld. Deci M, + M, este model pentru orice propozifie din T i, astfel,
e un model pentru 7°. Conchidem de aici cd M, + M, e model pentru T U T,

Cum (1) e adeviraty, inseamni ci

M, + M, = (VYv) ... (YW)P(, ... v) & P(v, ... V)

Asadar, interpretarea lui P in M, + M, este identicd cu interpretarea lui P°
in M, + M,. Dar interpretarea lui P fr: M, + M, este interpretarea lui P in M,,
iar interpretarea lui P” fn M| + M, este interpretarea lui P in M,. Asadar, P arc
aceeagi interpretare in ambele modele M, §i M,, g.e.d.

2. Suficienja. Presupunem c# P este implicit definibil in T cu ajutorul
predicatelor P, ... P, si fie M un model oarecare al teoriei T U T°. Si aritim
cd M este model §i pentru propozifia (Vv ).. (Vv )(P(v,, ... v)) & P" (v, ... v)).
Modelul M este un model de forma M| + M,, iar modelele M, si M.: a) au acelasi
domeniu; b) in ambele, predicatele P, ... P au aceeasi interpretare. Intrucat
P, ... P definesc implicit in T predicatul P, inseamni ci fn ambele modele P
are aceeasi interpretare. Dar interpretarea lui P* in modelul M, + M, = M este
interpretarea lui P in M, care e aceeagi cu interpretarea Jui P in M, §i care e
deci aceeasi cu interpretarea lui P in M| + M, = M. Asadar, propozifia

() .. (WP, ... v) & P(v,, ... v)

e adevidratd in M.
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Si notim urmitoarea consecin{d a construcfiei modelelor de tipul lui
M, + M,. Fie ¢ o propozifie a lui 7. Exist3 atunci o propozifie ¢” a lui 7°. Am
vizut ci ¢ ¢ adevidratd in M| + M, ddacd ¢” e adevdratd in modelul M, + M,
Cum M, + M, este un model oarecare al limbajului teoriei T U T”, inscamnd
ci, de fapt, ceea ce s-a demonstrat este ci

(15.5) Pentru orice model M al limbajului L v L°, M este un model pentru
¢ ddaci M este un model pentru ¢’, in simboluri -

o=ll=0" ' '

Cu aceasta, putem trece la demonstrarea teoremei lui Beth. Ea revine la
a ardta ci

(15.6) T - (V) ... (Vv )(P(,, ... v) € 0@, ... v)) ddacd

TuT 1= (V) .. WXPQ,, ... v) & P(v, ... v)

1. Definibilitatea explicitd implicd definibilitatea implicitd. Aceasta ¢ acum
condifia de suficien{d din (15.6). S3 presupunem c3 P este explicit definibil in
T, deci ci

T =) ... (W )PO,, ... v) © 0o, ... V)

Conform definigiei lui T~ i {indnd seamd c3 simbolurile nelogice, care apar
in ¢ sunt printre P, ... P, avem:

"= () ... (WP, ... v) & 0y, ... V)
de unde se obtine

TUT ) .. VWXPW, ... v) & 9y, ... V)

TUT M) .. WPy, ... v) & Oy, ... V)
De aici decurge imediat cd

TUT () .. (VWP ... v) & P(v, ... v))
si prin teorema de complititudine (13.5) avem

TUT I= (V) .. VWP, ..v) & P(v, .. V)

2. Definibilitatea implicitd implicd definibilitatea explicitd. Aceasta este condifia
de necesitate din (15.6). Sd presupunem deci cd

TuT = (V) ... (Vv) P(v, ... v) & P'(v,, ... V)
S4 ne reamintim ¢4 T v T~ ¢ formulatd in limbajul L w L°. S construim acum
un alt limbaj L= L U L" VU {c,, ... ¢}, unde ¢, sunt noi constante individuale.
Din supozifia ficutd decurge imediat ci

TuT =P, ..c) e P, ...c)
Prin teorema de compactitate, inseamn¥ c3 existd o submulfime finitd X a lui
T v T astfel incat

=P, ..c) > P, ..c)
Propozijiile din Z aparfin fie lui 7, fie lui 7°. Deci £ = A U A’, unde
ACTsiA” ¢ T'. Sinotdm cu G conjuncfia propozifiilor din A §i cu 6° conjunciia
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propozitiilor din A”. Avem deci

o AG I= P, .. c)e P, ..c)
De aici obfinem prin logica propozitiilor

(o AP, ...c)l=06" > P, ... ¢)

Trebuie sd observim cd ¢ A P(c,, ... ¢)) $i 6" — P’(c,, ... ¢,) sunt propozitii
ale lui L’ care nu au in comun ca simboluri nelogice decit constantele
¢, .- ¢, §i predicate aflate printre P, ... P_. Aplicand teorema lui Craig, inseamna
ci existd o formuld O(c,, ... ¢) in care toate simbolurile nelogice sunt printre
cele comune lui 6 A P(c,, ... ¢,) §i 6" — P'(c, ... ¢)) $i, de asemenea,

(2 o A P(c, ... ¢) I= B(c, ... )

(3) 8, ... ¢c) =0 > P, .. c)

Tindnd seam de propozifia (15.5), aphcala propozitiei 6 — P(c,, ... ¢,) cu ajutorul
Iui (3) obtinem pe:

@ 6(c,, ... ¢) =0 > P(c, ... ¢)

Cu ajutorul teoremei de completitudine, aplicatd propozitiilor (2) si (4),
vom avea

(5) o A P(c), ... ¢) -0(c,, ... ¢)

6) 0ic,. ... ¢) =0 > P(c, ... ¢)
teorema deducgiei permite si se deducd din aceste doud propozifii

(M) - A P, ... c)) > B8, ..c)

® I= 6(c), ... ¢) = (6 = P(c,, ... ¢)

S& observdm cd urmitoarea  expresic este tautologiec a logicii de
ordinul intdi a predicatelor:

(9)l—\<P/\‘lf—>x)—>((X—*>((P—‘>W))—>(‘P—>(WHX)))

Va fi agadar tautologie si

(10) - (o A Plc), ... ¢)) = O(c, ... ¢} = ((B(c,, ... ) = (0 —
Pc,, .. ¢ ) o (6 = (P, ... c) & 8(c,, ... c)))

Aplicind de doud ori regula modus ponens (se folosesc propozifiile (7) ®)
st (10)), decurge ci

(1) -0 = (P(c,, ... ¢) & O(c,, ... )

Iar#gi prin tcorema deductiei, avem

(12) 6 - P(c, ... ¢,) &> O(c,, ... ¢)

In propozifia 6 apar numai simboluri din L, deci in nici un caz nu apar constantele
€, ... €. Agsadar din (12) putem conchide

(13) 6 -(Yv) ... (VWP (s .. v) & 00y, ... V)

Prin teorema de completitudine se objine
(14) o 1= (Vv) .. (WWYP(v), ... v) & 6y, .. v)
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Dar ¢ € T si deci dacd M e model al lui T, atunci M este model si al lui
0. Prin urmare, (14) conduce la

(15) T I= (V) ... (Vv) (Pv, ... V) © B(v, ... V)
ceea ce, ludnd pe ¢ ca 0, probeazd teorema lui Beth, g.e.d.

§ 16. Caracterizarea logicii de ordinul intdi a predicatelor

Cercetarea logicii de ordinul intéi, intreprinsd n paragrafele anterioare, a
condus la evidentierea unor proprietdfi remarcabile ale acesteia, precum teo-
remele de completitudine §i compactitate, teorema lui Craig sau a lui Beth. Este
acum momentul s¥ incercim si formulim o caraclerizare mai precisi a acestui

instrument.
La o primi vedere, logica de ordinul intdi se poate caracteriza ca o teorie

avind ca obiect de studiu constantele sau conceptele logice: §i, nu, sau, dacd...
atunci, existd un, oricare ctc. Intr-o atare perspectiv, logica de ordinul fntai
va fi caracterizat3 printr-un ansamblu de propozitii care formuleazd proprictiile
conceptelor logice. Dac3, de pild3, primim lucrurile intr-o perspectivd semanticd,
ea va fi caracterizatd prin colectia tuturor propozitiilor valide.

Aceasti teoric are o putere expresivd foarte mare. Cel putin trei contexte
sunt extrem de relevante in acest sens:

1) In contextul programului lui Hilbert in fundamentele matematicii, ea
a dobindit o semnificafie aparte. Una dintre supozifiile acestui program — ceea
ce s-a numit teza lui Hilbert — era urmdtoarea: toate propozitiile matematicii
pot fi exprimate in logica de ordinul intéi, iar nofiunea informal3 de demonstratie,
folositd In matematic3, poate fi redatd prin notiunea formald de demonstratie
in logica de ordinul intai.

Cea de a doua parte a tezei Ivi Hilbert este sprijinitd de teorema de com-
pletitudine a lui Godel: ea arati ¢i nofiunca de demonstratie, descrisi in logica
intdi — in simboluri, relajia £ ¢ — este coextensivi cu nofiunea de consecin(d
logicd: ¢ ¢ 0 consecinid a lui Z, in simboluri Z I= ¢. Relatia scmanticd de
consecinta caplhrcazii — prin invocarea modelelor (= a structurilor) studiate de
matematicieni — nofiunea informald de demonstrafic. Prima parte a tezei lui
Hilbert are un caracter empiric: acceptabilitatea ei decurge din dovada ci teorii
foarte importante ale matematicii pot fi formalizate in cadrele logicii de ordinul
intdi. Aici intervine cel de-al doilea context:

2) in logica de ordinul intii s-a reusit formalizarea unor teorii matematice
remarcabile, precum teoria mulfimilor a lui Zermelo-Fraenkel sau aritmetica
lui Peano.
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- 3) Un alt context favorabil logicii de ordinul intdi este acela ci fn prima
parte a secolului nostru in filosofia stiinfei a dominat 0 perspectivd nominalistd.
.Majoritatea rationamentelor logice — scria Quine — se desfdsoard la un nivel
care nu presupune entitdfi abstracte. In atari rationamente se pune la lucru de
cele mai multe ori teoria cuantificirii, ale cirei legi pot fi formulate prin scheme
care nu soliciti cuantificarea asupra variabilelor pentru clase. O mare parte din
ceea ce se formuleazi de obicei in termeni de clase, relatii sau chiar numere
se poate reformula ugor ca scheme in teoria cuantificarii plus, probabil, teoria
identit}gii*!,

Argumentul lui Quine poate fi redat prin doud teze:

a) In logica de ordinul fntéi (,teoria cuantificirii“, cum fi spune el), cuan-
tificatorii leagd numai variabile individuale, care iau deci ca valori obiecte individuale;
nu existd cuantificatori care leagl variabile ale cdror valori sunt colectii de obiecte
(,,clase"), colectii de perechi ordonate de obiecte, in general de n-tuple de obiecte
(,,relatii) sau numere (care la rdndul lor sunt clase).

b) Aceste mijloace ale logicii de ordinul intai sunt capabile si formalizeze
0 mare parte a matematicii {cf. si cel de-al doilea context men{ionat mai sus).

Pentru Quing, relativ 1a acceptarea unui limbaj, noi suntem angajati ontologic
fayd de anumite genuri de entitdfi: potrivit celebrului sdu criteriu de angajare
ontologicd, a fi inseamnd a fi valoare a unei variabile ce poate fi legatd. Daci
se cuantificd asupra unor variabile care iau ca valori obiccte, Tnseamni cd
acceptim (relativ 13 limbajul respectiv) obiecte in ontologia noastri; daci se
cuantifici asupra unor variabile care iau ca valori numere (sau clase), Inscamna
cd acceptdm numere (respectiv clase) fn ontologie. Logica de ordinu! intai
¢ ,nominalistd“ in acest sens; ea ne angajeazd ontologic numai fajd de obiecte
individuale, nu gi fafd de alte entitdfi (fafd de entitdfi abstracte, in special, cum
ar fi clasele, relagiile sau numerele).

Aceste argumente in favoarea logicii de ordinul intdi au alimentat teza
8 iogica este logica de ordinul inidi; orice cade in afara acestei logici nu
este de naturd logicd. O atare tezd implicd mai multe propozitii. Printre ele se
afld si urmitoarele:

. A. Existd o distinctie clari intre conceptele logice (i, nu, sau, oricare etc.)
si conceptele nelogice. Concepte precum cele de infinit, de clasd, de numir sunt
concepte din afara logicii. Desigur, e clar c3 unele dintre acestea nu sunt
concepte logice (cel de numir, in particular de numir real, de pild4). problema
este insd, pe de o parte, cd nu e limpede daci distinctia dintre cele doui tipuri
de concepte a atit de ferm3. Pe de alti parte, aceastd tezi nu se intemeiazi pe

—- "W.Quine, From a Logical Point of View, p. 116.
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o conceptie clari cu privire la natura conceptelor logice: ce le face si fie logice
§i sd difere de cele ne-logice? :

B. Se presupune c# toate conceptele ne-logice se supu
Logica este insensibild 1a materia cireia i se aplicd. Oricdrui siste)
logica va consta in aceleasi principii de rationament, Cénd inuebﬁm .,Cate,
e logica acestui concept matematic pamoular"“ mtrebarea nu, vxzeazz decht
descrierea felului in care logica i se aplicid acestuia, nicidécum fapml cd logica
lui ar fi diferits de logica altui concept matematic. Cand spunem: ,.fmi scapi
logica acestui concept®, ceea ce vrem si afirmim e ¢4 nu ¢ clar cum o anumiti
concluzie decurge din anumite premise (care mcorporeazﬁ pnncipu puwtoare
la acel concept), nu cd acest concept ar avea O loglca alui -

O atare perspectivi asupra logicii de ordinul intdi poate fi supusd ins¥
unor obiectii. Obiectiile vizeazi atét contextele (1) — (3), cét si presupozn;nle
(A) 5 (B).

In raspirul tezei lui Hﬂben s-a argumentat cd nofiuni foarte nnportante
din matematic3 nu pot fi formalizate in logica de ordinul Intdi; in aceasti situatie
se afld notiuni din teoria mulfimilor (mulgime infinitd;, multime numdrabild),
din analizd (multime de mdsurd zero), din topologie (multime deschisd, functie
continud), din teoria probabilitd{ii (variabild aleatoare) etc., care sunt centrale
in matematicd. S& luim un exemplu foarte simplu, pentru a vedea cum notiuni
chiar mai putin complexe nu pot fi prinse de logica de ordinul intéi.

*Teoria grupurilor G se formuleazi fntr-un limbaj L = {0, +}, unde O este
o constantd individuald, iar + este o constanti functionald binard.

Teoria grupurilor are urmditoarele axiome:

GL (Vv) (V) (Vv ) (v, + (v, + v)) = ((v, + v,) + v,))) (asociativitatea)
G2 (VW{(v+0)=v; (YW ({(O+v)=V) : (element neutru)
G3. (Vv)@v) (v, +v,=0; (v, #v)=0) (existenta inversului)

Un model pentru aceastd teorie este de forma <G, 0, +>, unde G e 0 mul{ime
de obiecte, 0 e un obiect din G, iar + e o funciie binard pe G. Un astfel de
model este numit grup. S& ludim doud exemple:

a) G este multimea numerelor naturale: 0 este numirul 0, iar + este adunarea
obignuitd intre numerele naturale.

b) G si O sunt ca mai sus, dar + se definegte astfel: dacd x si y sunt doud
numere, atunci x + y este restul impdrtirii la S a adundrii lui x cu y. De pildd,
vom avea in acest caz: 7 + 5 = 2,iar 6 + 4 = Q.

Teoria grupurilor abeliene (sau comutative) GA se obtine addugind lui
G axioma

Ga. (Vv) (Vv) (v, +v)) = (v, + v))

celeiasi, logici.
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Ambele grupuri luate ca exemplu mai sus sunt abeliene, aga cum sc  poate
vedea cu uguringd.

S3 notim acum cu nx (n > 1) expresia x + (x + ... (x + x) ...), de n ori. Dc pilda
1xeste x; 2x este x + x; 3xeste x+ (x + x) etc. Fie x=4. Atunci in primul exemplu
degrupavem Ix=4;2x=4+4=8;3x=4+(4+4)=4+8=12clc.

Teoria grupurilor abeliene periodice GAP rezultd addugénd lui GA axioma

G5. (VY v) 3 n) (nv = 0)

Cel de-al doilea grup luat ca exemplu este periodic. Intr-adevir, s3 observim
ci daci interpretarea lui v e un numdr oarecare x, atunci

x+@x+x+x+x)=0
deci pentru n = 5 axioma G5 devine adeviratd.

Primul grup luat ca exemplu nu e fnsd periodic.

Problema este insd alta: axioma (GS5) nu este o formuld a logicii de ordinul
intdi; din acest motiv, GAP nu este o tcoric ce poate fi formulatd in logica
de ordinul intdi. C3 este asa se vede imediat in felul urmdtor: in limbajul
L al teoriei GAP nu existd simboluri corespunziitoarc notiunilor aritmetice
(0 si + nu sunt simboluri aritmetice, desi in unele modele pot fi interpretate
— precum in cele doud exemple ale noastre — aritmetic!). In al doilea rind,
in formalizarea lui L, nu s-au introdus variabile carc iau ca valori numere.
Tinind seami cd nx e numai o prescurtare, formula (G5) este, de fapt 0 prescurtare
pentru:

Q. DH(VVY(v=0vy+v=0v i+ ¥+M)=0v..(v+ (v+.. (v + V). ) Vv..)

Dar (16.1) nu ¢ o formuld a logicii de ordinul int4i, fiindcd este un gir infinit
de simboluri ale lui L, ceea ce nu € permis.

[atd deci cum o teorie algebricd cxtrem de simpld nu poate fi formalizat
in logica predicatelor de ordinul intéi. La cele spuse aici s-ar putea insi obiecta
in felul urmadtor: sd presupunem c3 limbajul in carc e formalizatd GAP e mai
larg i cuprinde o formalizare a aritmeticii. Atunci putem cuantifica asupra
varniabilelor care iau ca valor numere si, deci, (G5) e formuld a logicii de ordinul
intai. Astfel, teza lui Hilbert e pdstratd. Problema cu o sugestie precum aceasta
¢ ummadtoarca: se admite cd teoria grupurilor presupune teoria numerelor. Or,
aceasta nu e in spintul algebrei moderne. Altfel zis, o atare ipotez3 nu e in
acord cu practica matematica.

O altd obiectie la adresa tezei lui Hilbert vine din existenja modelelor
neintenfionate pentru teoriile de ordinul Tntdi. Cum am vizut, teoria numerelor
are modele infinit nenuradrabile, iar teoria muljimilor si teoria numerelor reale
au modele infinit numdirabile. Teorema Léwenheim-Skolem, cea ascendentd §i
cea descendentd, carc produc aceastd situaie, aratd ci nojiunile complementare
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de numdrabil $i nenumdrabil nu pot fi definite in logica de ordinul intdi. Dar
accasti situagie nu este in concordan{d cu practica matematicd; in analiza matematic
mul{imea nenumirabild (continui) a numerelor reale este luatd ca bazi.

Teorema de compactitate, la randul ei, dovedeste cd notiunile de finit
si de infinit nu pot fi capturate in logica de ordinul intdi. $i iardsi practica
matematici este incilcatd, cici algebrigtii iau nojiunea de finit ca punct de pomire.

Exemplele date indicd §i altceva: In contexte diferite deranjeazd proprietdfi
diferite ale logicii de ordinul inti: in exemplu relativ la teoria grupurilor era
deplansd imposibilitatea de a avea expresii infinit de lungi; in cel relatv la
numerele reale era deplinsd existenja modelelor numdrabile ale tcorilor de
ordinul intdi etc.

Ar decurge de aici ci logicile cdrora li se supun diverse concepte sunt
diferite: cele din analizi au o logic3 in care teorema descendentd Léwenheim-
Skolem nu este valabili; cele din algebrd impun o logicd in care teorema de
compactitate si fie incilcatd. Asadar, punctul (B) de mai sus se dovedeste a
fi nerealist. Desigur ci din sugestia c# logica de ordinul intdi trebuie aban-
donati nu rezultd ce logicd si 1i fic pusd in loc, in fiecare context particular.
Care e logica care si poatd da seamd de conceptele de finit §i de infinit?
Rispunsul nu este prea ugor de dat, cum vom vedea de altfel §i din exemplele
de mai jos.

Cea mai simpld metodi de a produce o noud logic3 este aceea de a formula
o extindere a logicii de ordinul intdi. Logica predicatelor de ordinul inti apare
in aceastd perspectivd ca logica standard. Celelalte sisteme logice au, acum,
semnificagia unor altemative — sau, precum in cazul exemplelor pe care le vom
discuta mai jos, pc cea a unor extinderi ale ei.

1. Cuantificatori generalizati. Ideca acestei extinderi este de a introduce
noi cuantificatori, alituri de cei obignuifi, V §i 3, pentru a elimina unele din
carenjele mentionate ale logicii de ordinul int&i. Primul care a mers pe acest
drum a fost Mostowski. Plecind de la faptul ci nofiuni atdt de importante in
matematici precum cele de finit, numdrabil nu sunt definibile in logica de ordinul
intéi, el a propus s incercdm s captim aceste notiuni in mod direct, cu ajutorul
unor noi cuantificatori. Sintactic, strategia lui constd in a modifica regulile de
formare a formulelor, addugéind regula:

(16.2) Dacd ¢ este o formuld, awmnci (Qv)¢ este o formuld.

Intelesul lui Q depinde de regula semanticd adoptatd. De pildd, s-ar putea
formula regula:

(16.3.1) M |= (Qv)o (v) ddaci existd cel putin un numir infinit num3rabil
de obiecte x astfel incit M |= @(v) ((x)).

Agadar, (16.3.1) spune c3 propozitia (Qv)@(v) e adevirati in modelul M
ddacd ¢ e satisficutd in M de cel pufin un numdr infinit numdrabil de obiecte;
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si nu ¢ adevidratd dac¥ e satisficutd in M de un numdr finit de obiecte. Logica
L(Q0) formulatd aici reuseste sd traseze diferenta intre finit §i infinit, ccea ce
am vizut ci este extrem de important in anumite contexte. Bun#oard, astfcl
putem spune cd existd infinit de multe numere naturale. Pentru aceasta, sd admitem
¢4 dacd ¢ ¢ o formuld a AP, atunci §i (Qv)¢ e o formuld a AP. S& ne amintim,
de ascmenea, cd Tn acest limbaj se defincste relaia <:

v< v =df@ v (v + SV) = V)

In logica L(QO), construitd pe baza regulilor (16.2) si (16.3.1), vom avea:

AP - (Qv) (0 < v)
adici: numerele naturale sunt cel putin infinit numirabile.

De asemenea, am putea construi 0 logicd L(Q1) care sd permitd distinctia
dintre numirabil si nenumirabil, inlocuind pe (16.3.1) cu

(16.3.2) M 1= (Qv)(p(v) ddaci existd cel pufin un numdr infinit nenumirabil
de obiecte x in A astfel incit

M 1= () ()
in noua logici se pot defini modele infinit nenumirabile (dé pildi, modelul
standard pentru numerele reale) etc.

Logici precum L(QO) si L(Q!) pun cel pufin doud probleme importante:

a) Dac¥ se acceptd ca naturale astfel de extinderi ale logicii de ordinul
inti, inseamni ci, implicit, propozifia (A) de mai sus este abandonatd. Potrivit
lui (A), existd o distincfie clard intre conceptele logice §i conceptele ne-logice.
Dar o logicd precum L(QO) sc bazeazd pc o supozilie diferitd: conceptul de.
infinit numirabil este logic, odatd ce el este incorporat direct in condiia semantici
(16.3.1); 1a rdndul ei, L(Q1) conduce la concluzia c4, fiind la rAndul lui incorporat
direct in (16.3.2), conceptul de infinit nenumérabil este logic. Asadar, migcarea
cdtre extinderi ale logicii de ordinul intéi e, in acelasi timp, 0 puncre sub semnul
inirebdrii a propozifiei (A).

b) Ce proprietdi structurale au L(QQ) si L(Ql)" De pildj, in log1ca L(QO)
nu se poate demonstra teorema de compactitate. in L(Q0) cad, de asemenea,
teorema de interpolare a lui Craig §i cea de definibilitate a lui Beth.

intr-adevir, si luim teorema lui Beth. Ea spunea c& 0 notiune sintacticd
—definibilitatea explicitd — este coexistentd cu o nofiune semantici — definibilitatea
implicitd. Dar in cazul lui L(QQ), sintaxa este finit4, gi deci o mulfime infinity
nu este definibild explicit; in schimb, condifia semantici (16.3.1) permite si
definim implicit mul{imi infinibile. Ca urmare, teorema lui Beth cade §i, odati
cu ea, cade si cca a lui Craig a cirei consecinfi este.

Morala ce poate fi extrasd de aici e urmitoarea: daci vrem o logici in
care notiunile de finit §i de infinit si poatd fi exprimate, §i dac3 in plus vrem
Ca aceastd logica sa pastreze teorema de definibilitate a lui Beth, atunci trebuie
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ca sintaxa insisi si fie, intr-un sens, infinitd. Cum se poate acest lucru vom

vedea cu ajutorul exemplului urmitor:
Si observim insd mai intdi c3 in logica de ordinul intéi, datoritd teoremei

descendente Loéwenheim—Skolem, cuantificatorul: existd nenumdrabil de mulg...
nu este definibil. Insi daci se construiegte logica L(Q1) acesta e definibil implicit.
In L(Q1) teorema lui Beth cade, si cade de asemenea teorema descendenti
Lowenheim—Skolem. '

IL. Logici infinitare. Logici precum L(Q0) au o putere expresivd redusi:
ele nu permit distinctii fine, ci doar pe cele care vizezd cardinalitatea unei
mufimi. In plus, am vidzut ci ele nu mai permit demonstrarea unor teoreme
extrem de importante. O alti strategie de a extinde logica de ordinul intdi se
concentreazi asupra sintaxei: se acceptd formule infinit de lungi. Lucrul acesta
se poate face in dou# feluri:

a) se accepti conjunciii §i disjunctii infinite;

b) se acceptd un numir infinit de cuantificatori in fata unei formule.

Pentru a evidentia clar cum se procedeazd, logicile nou construite sunt
notate astfel: L(x, -A), unde x aratd c3 in aceastd logicd se admit conjunctii si
disjunctii de lungime mai mici dect x, iar A arati ci se admit giruri de cuantificatori
de lungime mai mic3 decat A. De pildd, logica obisnuitd, de ordinul intdi, este
o logici L(w, w), fiindci: a) se admit conjuncfii si disjuncfii mai mici decit
, deci finite; §i b) se admit doar giruri mai mici decit ® de cuantificaton,
deci tot finite.

X Logica L(w,, ®) permite conjunctii si disjunctii infinit numdrabil de lungi.
In ea (16.1) este formuld. Sau, un alt exemplu: este formuld in limbajul aritmeticii
lui Peano (formalizat in aceastd logicd!) expresia

16) Vwi=0vv=1vv=2v.,)
care spune c3 orice obiect este un numir natural.

Este interesant s subliniem aici urmdtorul fapt: in logica L(®,, ®,) se poate
defini cuantificatorul: existd infinit (numdrabil) de mulfi...; prin urmare, L(®,,
®,) include logica L(QO). Intr-adevir, faptul c3 infinit (numirabil) de multe
obiecte au proprietatea P poate fi exprimat prin formula:

1651 @ vy PWv) - VYV vA VXPW) - POD) - v V) -

VNV v V)PE -PE)-PY)-vEY cvEY -V # V)

Definirea cuantificatorului: existd infinit de mulji este realizatd cu mijloace
sintactice. Apelind la modelele canonice, rezulti ci acest cuantificator se defineste
si implicit. Ca urmare, in L(®w,, ®,) teorema lui Beth este demonstrabild. Dar
cea de compactitate cade.
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I11. Logica de ordinul doi. Probabil cd aceasta este cea mai naturald extindere
a logicii de ordinul intdi. Construirea ei a urmdrit si elimine unele carenie
neplicute ale logicii de ordinul intai. In aceasta, de pildi, e imposibil si se
formuleze o sustinere de felul: fie f o funcfie oarecare cu proprieiatea cd este
crescitoare (sau continud, monotond etc.), desi putem spune: fie x un obiect
oarccare care satisface proprietatea P. Apoi, in logica de ordinul intdi nu e
posibil si se formuleze propozitii de felul: existd o functie identitate; ori: obiectele
x §i y au o proprietate In comun; ori: dacd obiectele x §i z sunt identice, atunci
au aceleasi proprietiii. Putem ins3 identifica o anumit¥ funcgic ca functie identitate:
cand (V v) (iv) = v); de asemenea, putem s3 afirmim, pentru orice formuld
¢ in parte, cd

(c = ¢) = (9lc) & oc) )
Logica de ordinul doi este un mijloc de a exprima astfel de sus{ineri. In acest
scop, € nevoic si putem cuantifica asupra unor variabile care iau ca valori nu
obiecte, ci alte feluri de entitd{i: functii, predicate, propozitii etc. Prin urmare,
pentru a produce o logicd de ordinul doi, e nevoie: .

a) si se introducd variabile de functii, de predicate, de propozifii;

b) s¥ se extindd ideea de formuld, pentru a permite cuantificiri asupra acestor
noi variabile; .

c) sd sc defineascd intr-un sens care sd ‘cuprindi $ noile variabile,
notiuni ca cele de variabili liberd §i legatd, de propozific §i formuli de ordinul
doi etc.

De pild4, fie x, y, variabile pentru predicate unare. Atunci x(c) este o formuli
de orcinul doi, in care apare (liberd) variabila predicativd x; (3 x)x{c) este o
propozifie de ordinul doi, adicd o formuld de ordinul doi in care nici o variabild
de ordinul doi nu apare liberi.

Putem s3 combindm cuantificdri asupra unor variabile individuale cu cuantificin
asupra unor variabile de ordinul doi. Astfel, propozitia de ordinul doi:

@ XY V() = v)
afirmd cd existd o funcfie identitate; propozitia

(V (Y v)E )&E) - x(v)) ,
spune cd oricare doud obiecte au cel putin 0 proprictate in comun. Interesant
este ¢d In aceastd logicd putem formula principiile de identitate ale lui Leibniz:

(16.6.1) Principiul identitdtii indiscernobililor: (¥ v)(V v)(V X)XX(v) &
e X)) =5 v=1v")
(dacd doud obiecte au acelea§i proprietdfi, atunci ele sunt identice) si

(16.6.2) Principiul indiscernabilitdgii identicilor:

(V)Y vy = v > (V X)X & X))
(daca dould obiecte sunt identice, atunci au aceleasi proprietifi).
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Un alt exemplu este urmitorul: in logica de ordinul intfi aritmetica lui
Peano am vizut cd poate fi axiomatizatd cu ajutorul a gase axiome (12.12 a—f)
si al unei scheme axiomatice (12.12 g) — principiul inductiei. Prin urmare, AP
are o infinitate de axiome, cici principiul inductiei fumizeazd cite o axiomd
pentru fiecare instan{3 a sa; iar aceste instanfe sunt infinite ca numar. insa in
logica de ordinul doi AP este finit axiomatizabild, fiindcd schema axiomatica
a inductiei poate fi inlocuitd cu o singurd axiom (care e o propozitie de ordinul
doi), anume: .

(16.7) (V X)((X(©) - (V v)X(v) «> X(Sv))) — (V v) X(v))

(aici X este o variabild predicativd). Teoria de ordinul doi care are ca axiome
propozifiile (12.12 a-f) §i (16.7) se numeste aritmetica (lui Peano) de
ordinul doi. :

. Aceste exemple arat¥ ci logica de ordinul doi are o putere mai mare decét
cea de ordinul intdi in a exprima diverse susfineri.

Capitolul de fat¥ ne-a pus in faja unor teoreme importante asupra logicii
de ordinul intli: teoremele de compactitate, de completitudine, L&wenheim-
Skolem, Craig etc. Sunt acestea valabile relativ la logica de ordinul doi? Asa -
cum vom vedea imediat, ‘

a) teorema descendentd Lowenheim-Skolem nu e valabild;

b) teorema de compactitate nu este valabil¥;

¢) teorema de completitudine nu este valabild.

Aceste rezultate arat3 ci semantica logicii de ordinul doi este mai ,,silbaticd"
decét cea, domesticitd, a logicii de ordinul intdi. Ele au constituit, de altfel,
unul dintre motivele pentru care aceastd logicd a fost mult imp mai putin
cercetatd.

Pentru a vedea cum se pot proba rezultatele (a)-(c), ¢ nevoie de anumite
consideratii semantice. In particular, e nevoie s extindem notiunea de satisfacere
a unei formule pentru a acoperi cazul cdnd avem a face cu variabile de ordinul
doi. Pentru a simplifica lucrurile, in continuare vom nota cu u, u,, u, variabile
functionale, iar cu X, Y, X,... variabile predicative. Atunci vom avea:

(16.8.1) Fie u o variabild functionald n-ard. Atunci: M I= (V u) ¢ (u) ddacd
pentru orice functie n-ard f definitd pe A" (unde A este domeniul lui M) i
cu valori in A, avem: M = @((f)).

(16.8.2) Fie x o varibild predicativd n-ard. Atunci: M I= (V x) ¢(x) ddac¥
pentru orice relatie n-ard R pe A avem: M I= @((R)).

Vom ardta acum c# in logica de ordinul doi teorema descendent3 Léwenheim-
Skolem cade. Aceastd teoremd spune ci dacd o formuld ¢ este adeviratd
intr-un model infinit, atunci ¢ adeviratd §i intr-un model infinit numrabil.
Demonstratia va reveni atunci la a arita ci: '
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(16.9) Existd o propozitie ¢ de ordinul doi care arc un model infinit nenumérabil,
dar ¢ este falsd fn orice model infinit numarabil.

Daci avem o astfel de propozitie ¢, inscamnd cd fn orice model infinit
numirabil, — @ estc adevirati. Prin urmare, e suficient si construim o propozijie
de ordinul doi y = — ¢ care e adeviratd intr-un model ddac¥ acesta este infinit
numirabil. Ne vom raporta la limbajul L,, al aritmeticii lui Peano. Vom lua
drept y propozitia

3 w)(¥ X)X0) - (v v)XO) = X)) = (V v) X))

Demonstrafia are doud périi:

a) Daci M este un model numdrabil al AP, atunci M este model al lui
y. Acest lucru decurge imediat, dacd observdm ci W e o consccinid a principiului
inductiei  matematice, formalizat in logica de ordinul doi, prin genera-
lizare existengiald (deci prin aplicarca axiomei y(f) — @ u) ou)).

b) Daci M este un model al lui vy, atunci M este infinit numirabil. S4
presupunem deci, cd M |= y. Atunci, existd un obicct ¢ € A (domeniul lui
M) si o funcfie fi A — A, astfel incit dacd interpretim pe O ca a §i pe S
ca f, avem

(D) M= (¥ X) (XO) - (V v) X - XS ) > (V v) X)) ((a
Fie acum D o submulfime a lui A, definitd astfel:

D = {a, fla), fifla), @), ... }

S# luim un predicat P unar care este interpretat in M ca D, deci I(P) = D.
Dar dac# propozijia (1) este adeviratd (potrivit lui 16.8.2)), e adevidratd si:
(2) M I= (P0) - (V v) (P(v) = P(Sv)) = (V v) P(v)) ((a, f, D))

Or, P(0) e adevirati in M, fiindci /(0) = a i /(P) = D, iar a € D. De
asemenea, in M e adeviratd si propozitia (V v)(P(v) — P(S(v)), fiindci ea revine
ia a spunc c# dacd un obiect a € D, atunci §i fla) € D. Asadar, avem

(3) M 1= (PO) - (V v) (P(v) - P(S V) ((a, f, D))

Din (2) si (3) obiincm imediat

@ M= (Y v) POV (a, f, D)

Potrivit definitiei notiunii de satisfacere (definitia (11.3), punctul (c)), in-
seamn3 ca in M interpretarea lui P este A. Deci D = A. Insi D este o muljime
infinit numdrabild, deci domeniul lui M este tot asa — ceea ce inseamnd ci M
estc numirabil, g.e.d.

Asadar, Yy ¢ o propozifie adevirati numai in modele numirabile ale lui
L, s§ieste, deci, falsg, in toate modelele nenumdrabile ale lui L, . Prin urmare,
¢ este adevidratd in aceste modele nenumirabile, insi e falsi in toate modelele
numdrabile de L,, . Teorema L&wenheim-Skolem nu este valabili pentru logica
de ordinul doi.
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Inlogica de ordinul doi se poate demonstra urmitorul rezultat foarte puternic:

(16.10) Dac3d M este un model al AP, atunci M este izomorf cu modelul
standard MN al AP, in simboluri: :

Daci M 1= AP, atunci M = MN.

Teorema spune cd aritmetica lui Peano, formalizatd in logica de ordinul

doi, nu are modele nestandard. Incompletitudinea logicii de ordinul doi §i faptul
cd in ce o priveste teorema de compactitate cade sunt consecinte ale lui (16.10).
Cu titlu de exemplu, s3 aritdm c3 in logica de ordinul doi teorema de compactitate
nu este valabild. Aceasta revine la a ardta cid

(16.11) Existi o teorie T formulatd n logica de ordinul intéi astfel incét:
a) toate submultimile ei finite au un model; dar b) T nu are nici un model.

Demonstratie. S& observim mai intéi cd in logica de ordinul doi, intrucét
— aga cum am vizut — AP este finit axiomatizabild, putem construi conjuncfia
celor sapte axiome ale AP, Prin urmare, aritmetica de ordinul doi a lui Peano
arc o singuri axiomi, pe care si o notdim cu AP. Fie acum T teoria

T={AP,a#0,a#1,a#2 ..}

Orice submuljime finit¥ a lui 7 are un model. intr-adevir, in o submulfime
finitd A a lui T, pentru un numir », propozifia a # n nu apartine lui A. Atunci
luim ca model al lui A pc MN, in care interpretdm pe a ca n, /(a) = n. Dar
si presupunem ci T ins3gi are un model M. M este un model al limbajului
L =1L, v {a}). Fie M acel model al L,, care are acelasi domeniu cu M si
atageazd simbolurilor 0, S, +, - (= simbolurilor din L,.) aceleasi interpretdri
pe care le atageazi acestor simboluri modelul M. Dar, desigur, M” nu atageazi
nimic simbolului a. Ins¥ in M sunt adevirate toate propozitiile a # 0, a # 1,
a# 2, .. deci M" nu este izomorf cu MN, modelul standard al AP.

Pe dc altd parte, M |= AP si, potrivit constructiei lui M°, vom avea si
M’ }= AP. Dar atunci teorcma (16.10) garanteazi cd M’ este izomorf cu MN.
Contradictie. Deci, T nu are nici un model, desi toate submultimile sale finite
au un model, ceea ce indic3 faptul cd teorema de compactitate nu este valabild

in logica de ordinul doi. ’
*

* *

Exemplele de extinderi ale logicii de ordinul intdi au evidentiat faptul cd

a) pe plan sintatic, se pot construi noi formule §i noi demonstratii;

b) pe plan semantic, se pot demonstra teoreme noi (de pilds, (16.10)),
iar alte teoreme devin false.

in mod obignuit, definim o logicd (logica propozitionald ori logica pre-
dicatelor de ordinul fntdi) prin clasa propozifiilor pe care ele le selecteazi ca
demonstrabile sau, ceea ce e acelagi lucry, finind seama de teorema de completitudine,
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prin clasa propozifiilor ei valide. Odati selectatd o atare clasd de propozitii,
nc intrebim, in al doilea rdnd, ce putem spune despre ea: satisface sau nu
compactitatea? satisface sau nu teorema lui Craig?

Prin extinderile logicii de ordinul ntéi, intre care cele trei prezentate mai
sus, s-a Incercat s3 se procedeze analog. Se construiau noi clase de propozitii
(dac3 acea construcfic era facutd sintatic, aveam o clasi de propozifii demons-
trabile; dacd acea constructie era ficutd semantic, aveam o clasd de propozifii
valide) §i sc ciutau apoi proprietiifi ale acesteia (compactitateca, completitudinea,
definibilitatea, interpolarea etc.). Clasa propozitiilor demonstrabile (sau valide)
determind clasa proprietitilor metateoretice care sunt valabile pentru acea logica.

Si intrebdm fnsd acum invers: presupunind cd stim c3 o logici satisface

“anumite astfel de proprietdfi, vom §ti ceva sigur §i despre propozijiile demons-
trabile (sau valide) ale acelei logici? Alifel zis: determind clasa proprietdjilor
metateoretice, clasa propozitiilor demonstrabile (sau a propozijiilor valide ale)
unei logici? Dacd strategia de cercetare descrisd mai devreme era impulsionati
de intuifie, acum intuifia nu ne spune nimic. :

~ 1n 1969, Lindstrém a dovedit ci rispunsul la intrcbirile puse aici este uncori
afirmativ. El a ardtat ci logica de ordinul intdi este caracterizati de doui astfel
de proprietdfi metateoretice. Anume, el a aritat ¢3 dacd vrem s3 extindem logica
de ordinul intdi, atunci nu vom putea face aceasta decét cu prejul abandonirii
a cel putin uneia din cele doud proprietdti. Altfel zis, logica de ordinul intai
este cea mai puternica logici relativ 1a care sunt satisfacute cele doud proprietii.

(16.12) Teorema lui Lindstrom. Fie L un limbaj al logicii de ordinul intéi,
iar L™ un limbaj care a) include pe L; i b) este limbaj al unei extinderi a
logicii de ordinul iIntdi care are unmitoarcie dould proprictifi:

1) Proprietatea descendentd Léwenheim-Skolem (dacd 0 propozijie ¢ a lui
L™ are un model, atunci are §i un mode! infinit numirabil).

2) Proprietatea de compactitate (orice teorie T din L’ are un model ddaci

-orice parte finitd a ei are un modcl).
" Awnci pentru orice propozilic ¢ a lui L existd o propozijie T a lui L
astfel incit ¢ §i T au exact aceleasi modele.

Sensul teoremei (16.12) este evident: dac3 existi o propozitie validi intr-
o extindere L a logicii de ordinul intéi, dar nu e validi in logica de ordinul
intdi, atunci in L fie cade teorema descendentd Lowenheim-Skolem, fie cade
tcorcma de compactitate. Nu s¢ poate, deci, sd pdstrdm acele teoreme laolaltd
$1 sd adidugdm logicii de ordinul intéi noi puteri expresive (altfel zis, si o extindem).
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Logica de ordinul intdi este cea mai puternicd logicd in care sunt satisficute
conditiile (1) si (2).

§ 17. Exercitii

1. Formalizati intr-un limbaj de ordinul intdi urmitoarele propozitii din
limba naturali:

a) Tofi cei care sunt politiceni sunt §i ambitiosi.

b) Nu e adevirat ci tofi oamenii ambifio§i nu sunt onesti.

¢) Oricine iubeste pe cineva.

d) Oricine admiri pe cineva care fi admird pe tofi.

¢) Nimeni nu admiri pe cineva care i admird pe tofi cei care admird pe
cineva. '

2. Fie L = {c,, c,, ¢,, P} un limbaj cu trei constante §i un predicat binar.
Fie un model M al lui L definit astfel: M = { {c,, ¢,, c,}, R}. Modelul M
poate fi reprezentat prin figura

XI .v. xz |

X3

Relatia R are loc intre douZ obiecte (nu neapirat diferite fntre ele) atunci
cind o sigeatd leagd cele doud obiecte. S3 se determine valorile de adevidr la
M ale urmitoarelor propozitii:

ay (Vv v@3 v) P, v)’

b) (V v@ v) P, v)

¢ @ vwV v) Py, v)

d) @ vV v) PG, v) o ' -

3. Fie un limbaj L” = {c,, ¢,, ¢,, P, O}, unde ¢, c,, ¢, sunt constante,
P e un predicat binar iar Q un predicat unar. Un model M al lui L” e reprezentat
grafic dupd cum urmeazi:

xl O N O X 2
\l/
©
x3
Aici Q e interpretat ca acea proprietate pe care 0 are un obiect daci in reprezentarea

graficd existd un cerc in jurul punctului care std pentru acel obiect, iar P este
interpretat ca in exercitiul 2:

»
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a) Descriefi detaliat interpretarea / a limbajului L° in M.
b) Determinati valoarea de adevdr in M a urmitoarelor propozitii:
GEWEY)YE V)P Y)-20) - P (v - 007
(i) (V v) P(v, v)
(i) 3 v) (P (v, ¢)) - Q)
i) (VY v) (P (v, v) & - Q(V)
V) (V) (P, v) > (@ V) P (v, v) - QO
(vi) (V v) (QM) - 3 v) P(v, vY))
4. Folosind relatia de identitate, formalizafi intr-un limbaj de ordinul Intéi
propozitiile:
a) Ion o iubeste pe Mihaela, dar Mihaela iubegte pe altcineva.
b) Ion nu o iubegte pe Mihaela, ci pe altcineva.
¢) Pe Ton nu 1l iubeste decit Mihaela.
d) Ion iubegte toate fetele, cu exceptia Mihaelei.
e) Numai Ion o iubegte doar pe Mihaela.
f) Oricine iubegte doar o persoani.
g) Oricine iubegte doar o alti persoand.
h) Oamenii care iubesc pe tofi ceilal{i in afard de ei sunt altruigti.

5. Gisiti dou¥i modele ale limbajului L = {P} care s¥ aib3 céte trei cbiecte,
dar in care propozilia :

vy (V)P v)YVvPE,y)yvi=v)- NV vV V)PV v) -
- PO, v) :
sA aibd valori de adeviar diferite:

6. Ardtaii c¥ propozitia:

Nyw@vVYPEG,v)- V=P v- 3NV V)-PW,v)-(VV)
VVINV VY@ WV -PYV,v)->v=v)
are numai model infinite.

7. Ardtafi cd urmitoarele propozifii nu sunt valide, construind modele in
car¢ valoarea lor de adevir este falsul:

) (@ V) PG -3 V) 2O) »> @) (PO - QW)

b) (V v) (P(V) = QW) - 3 V) Q) = -3 v) P

(W vw@v)PWwv,v)->@@v) Py v

d) (VY v) 3 v) P, v) - (V) (P, v) > QW) - 3 v) Q)

e (V)W eV VIPE, V) -@ vV V) QU)o v =v) -
~ )V V) (P, v) - PO, v) > v=y)

-
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8. Demonstrali urmdtoarele metateoreme:

a) Dacd ¢ si y sunt propozilii, atunci

= ¢ & yddaci ¢ I= y §i ¥y I= ¢

b) Dacd ¢, ... ¢, ¥ §i X sunt propozifii, atunci

@ .. ¢ 1=y & yddack @, ... 9, 1= Y §iQ, .. @ =%

¢) Daci ¢ §i y sunt propozifii, = ¢ & v, iar ¢ ¢ 0 subformuld a lui
X §i x (¢/y) e rezultatul fnlocuirii in ¢ a lui ¢ prin v, atunci

= x « x(o/y)

AV v) .. (Vv (e wl=x e x0y)
unde toate variabilele care apar in ¢ §i W sunt printre v, ... v

9. Spuncm cd o mulj{ime X de propoziiie ale unui limbaj L de ordinul
fntdi are modele arbitrar de mari, dacd pentru orice numir natural n, exist3 un
model al lui £ al cirui domeniu are cel pufin n elemente. '

Ardtagi cd

a) Dac3 I are modele arbitrar de mari, atunci are un model infinit;

b) Nici o propozijie nu e adevidratd in toate $i numai modelele finite
ale lui L.

10. Fie un limbaj L = {<] si o teoric in L avind urmitoarele axiome:

a) (Vv)-(<vy)

VYV VIV VI(vY - vV < V) vy

ONVMWHEYVIE<V VYV <VvVY=Y)

DHDNVMYWEV) (<)

e (Vvy@EVvV)W <v)

DWW VI<V 55@V)YV<V - v <V)
Aritali ci toate modelele infinite numirabile ale teoriei sunt izomorfe.

11. Fie R o relajie binard §i R* o relagie definitd astfel:

R* (¢, ¢) = df (V X) (X(©) - (V v) (Y v) (X(V) - RO, V) >
> X (V) = X() | \

a) Ardtafi cd urmitoarele propozifii sunt valide:

iy (V v) (V v) (R(v, v) > R¥*(v, v7))

ii) R* este reflexivd §i tranzitivi.

b) DaciR(c, ¢”) are infelesul: ce un copil al ¢, care este ingelesul lui R*(c, ¢)?

12. Spunem ci o formuld este in form# normald prenexd daci tofi cuan-
tificatorii sunt plasafi in extrema ei stingd; o formuld este universald daci’
e datd in forma prenex3 si tofi cuantificatorii ei sunt universali; i este existen-
fiald dac3 e datd in forma prenex3 si tofi cuantificatorii ei sunt existentiali.
Ardtaji ci:
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a) Dac3 ¢ este universald, M |= ¢ si M e un submodecl al lui M, atunci

M = o
b) Daci ¢ estc existen{iald, M |= ¢ si M este un submodel al lui M’, atunci
M 1= o.

13. Fie M si M” doud modele elementar echivalente ale unui limbaj L.
Si presupunem cd fiecare element al domeniului lui M este interpretarea unci
constante a lui L, si la fel pentru M°. Ardta{i c¥, in acest caz, M §i M~ sunt
izomorfe.

14. Demonstraji propozigiile: (10.9), (10.10), (10.11), (10.12).



Capitolul IV
CUANTIFICARE SI FORMALIZARE

Am vizut, in capitolul anterior, c# logica de ordinul intdi a predicatelor e
indeajuns de putemnici pentru a putea reconstrui in cadrul ei teorii interesante
si puternice (precum tcoria mulfimilor ori aritmetica lui Peano). Atari reconstructii
fn logica de ordinul intdi ne permit sd injelegem mai bine natura sustinerilor
noastre — altfel zis, structura logicd a acestora — precum si relatiile logice dintre
ele. Reconstructiile in logica de ordinul intdi sunt menite asadar s releve forina
logicd a acestor sustiner.

Acum ne putem intrcba: care este forma logicd a unora dintre cele mai
comune sus{ineri pe care le facem? De pildd, ne-am putea Intreba ce susjineri
facem atunci cind formuldm propozifii ca:

(1) Toti caii sunt mamifere.

(2) Toti inorogii sunt mamifere,

(3) Prcsedintcle de astdzi al Rusiei este un politician abil.

(4) Regele de astdzi al Frangei este inteligent.

(5) Pegas nu existl.

(6) Existd tigri bengalezi. .

S4 remarcim, mai intdi, c3 unele dintre aceste propozitii sunt fn chip evident
foarte importante pentru filosofi. Astfel, ultimele doud sunt importante pentru
cd exprimi afirmatii sau negafii despre existenta a ceva; la rindul lor, primele
doull au jucat un rol remarcabil in istoria gindirii europene: intr-adevdr, iden-
tificatd cu logica, silogistica Iui Aristotel lua propozifii precum acestea ca singurele
care redau natura reali a susginerilor noastre despre lume. In sfarsit, filosofi
precum B. Russell au argumentat viguros ¢ propozifii precum (3) si (4) sunt
deosebit de relevante in unele chestiuni filosofice.

Acum ne-am putea intreba: Cum putem reda in logica de ordinul iniéi
propozitii ca cele de mai sus? Si, in al doilea rind, ce objinem odatd ce vom
fi reusit intr-o astfel de intreprindere? Voi ldsa pentru paragrafele urmditoare ale
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acestui capitol configurarea unui rdspuns la prima fntrebare. Dar de pe acum ag
vrca si mentionez motivele pentru care am ales — din clasa atdt de vastd a
propozitillor din limba roménd (§i, in acelasi timp, semnificative pentru un
filosof) — pe acelea pe care le-am tratat aici. In primul paragraf vom aborda
propozifiile categorice. Teoria lor — silogistica — a fost formulatd incd in Anti-
chitate de Aristotel. Problema care va fi abordatd aici e aceca a posibilitdlii de
a traduce silogistica in logica de ordinul intdi. Cum vom vedea, traducerea este
posibil4, dar nu e unici: filosoful — ghidat de consideratii nu numai logice, dar
si epistemologice ori metafizice — va putea s aprecieze corespunzitor cele doud
traduceri altemative pe care le vom mentiona.

Logicile multisortate §i cuantificarea restrdns3 sunt, la rindul lor, doud modalitag
alternative -de a formaliza intr-un limbaj de ordinul intdi propozijii din limba
naturald. Cum vom vedea, fiecare alternativd are avantajele §i dezavantajele
sale; apoi, existd modalitifi sistematice de a corela cele doud altemative (prin
intermediul unor teoreme de ,,reprezentare” a unui limbaj de ordinul intéi intr-
altul tot de ordinul intéi). Intrebarea care riméne este fnsi daci putem pretinde
cii o traducere, mai mult decit alta, redd forma logicd a propozitiilor de la care
am plecat.

Ultimele doud paragrafe ale capitolului sunt foarte importante pentru un
filosof: acolo sunt prezentate diferite strategii de a aborda susjinen despre obiectele
individuale — sustineri ci ele au anumite proprietdfi ori ci existi. Este posibil si
formulim astfel de susfineri in logica de ordinul int&i? Iar dacd pomim de la
ipoteza ci riaspunsul este afirmativ, cum vom proceda? Probabil ci cel mai
impertant rezultat care decurge din cele doud paragrafe ¢ ci forma logicd a
sustinerilor nostre despre obiectele individuale nu e aceeasi cu forma lor gra-
maiicald; cd structura logicd, exprimati de traducerca, formalizarea lor intr-un
limbaj de ordinul intéi, uneori nu poate fi recunoscutd prin simpla privire la felul
fn care acea sustinere aratd cdnd o exprimdm in limba naturald.

Cu aceasta am ajuns la cea de-a doua intrebare: Presupunind ci vom fi reusit
s} traducem intr-un limbaj de ordinul intdi diferite susgineri din limba naturali,
care e noima acestui succes? Ideea fundamentald a acelor filosofi care s-au angajat
in dezvoltarea logicii filosofice a fost aceea ci astfel vom fi recunoscut sensul
real al sustinerilor noastre; ¢d nu vom mai fi indusi in eroare de ingredienti
accidentali ai acestora (intre care se afld forma gramaticali a sus{inerilor noastre,
atunci cind le producem intr-o limb3d naturald). De exemplu, eu spun ci existi
tigri bengalezi. Ce spune ins# in realitate aceastd sustinere a mea? Rispunsul pare
simplu: spune ceva despre tigrii bengalezi, anume c¥ ei sunt printre obiectele
din lumea noastrd. Numai cd, odatd ce vom incerca, plecind de la accasti ipotezi,
sd formalizdm in logica de ordinul intdi o astfel de susfinere, vom vedea ci
intdlnim dificultdfi grave. O traducere mai adecvatd a ei in logica de ordinul
intdi ne solicitd sd admitem c# forma ei logicd e alta decat cea pe care am

155




presupus-0 (anume, vom admite ci ea nu spune ceva despre niste obiecte — tigrii
bengalezi — c¢i despre un concept — conceptul de a fi tigru bengalez: ci el e astfel
fncdt cel putin un obiect cade sub el). Pentru filosof, acest rezultat poate fi extrem
de important. El va trebui s3 decidi: sd tragd concluzii epistemologice ori metafizice
plecind de la ceea ce o sustinere apare ca expriménd, cind e formulatd in limba
natural, sau si tragi o atare concluzie plecind de la ceea ce o susiinere apare
ca exprimind cind e datd intr-un limbaj logic de ordinul intéi.

Logicianul ar paria pe cea de-a doua cale; dar filosoful poate incd s3 rdiméin3
in dubiu. Important e ins4, chiar de pe acum, c 0 prejudecatd s-a zguduit: aceea
cli, atunci ¢iind facem o sustinere (in limba naturald), suntem siguri care ¢ natura
a ceca ce susfjincm rcalmente.

§ 18. Propozitiile categorice

FieL={A,1,a,b,c, ...} unlimbaj in care A si / sunt simboluri predicative
binare, iar a, b, ¢ ... sunt constante individuale. S4 construim in L o teorie
SA inchisi numitd silogistica aristotelicd. SA are urmditoarele axiome:

Al. (V v) Aw ¢

A2. (¥ v) Iw

A3, (V v) (Vv) (Vv,) (A, - Av,y) - Av,v)

Ad. (Y v) (Vv) (Vv) ((Awy, - Iw,) = Ivy)

Pentru a simplifica notatia, am scris, de pildd Avy, in loc de A(v,v)) sau Ivv,
in loc de I(v, v,). Se definesc doud noi relafii, £ si O, precum urmeazi:
D,. E(v, v) = df = I(v, v)
D,. O, v) = df - A(v, v))

Intuiia care std in spatele acestei construcgii este aceea de a interpreta expresiile
de forma Aab, Eab, lab §i Oab ca propozitii categorice. O propozitie categoricd
estc de forma subiect-predicat si afirmd sau neagé predicatul despre tot sau despre
o parte a subiectului. Propozifiile categorice sunt de patru feluri:

a) propozitii universal afirmative, de forma: To{i a sunt b; formal: Aab;

b) propozifii universal negative, de forma: Nici un @ nu este b; formal:
Eab; '

¢) propozifii particular afirmative, de forma: Unii a sunt b; formal: /ab;

d) propozitii particular negative, de forma: Unii a nu sunt b; formal: Oab.

In cadrul teoriei SA pot fi demonstrate ca teoreme toate rafionamentele
cunoscute sub numele de inferente imediate, precum §i toate modurile silogistice.
Ca exemplu, iati cteva teoreme ale teoriei SA:
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T1. (V v) (V v,) (Av v, = Iv,y) (conversiunea  universal afirma-

tivei)
T2. (Y v) (Y v,) (Iv,v, = Iv,”, (conversiunea particular afirmativei)
T3. (V v) (Y v,) (Ev,v, = Ev,v)) (conversiunea universal negativei)
T4. (Vv) (Y v,) (Avv, > Ivv) (subalternarea particular afirmati-
vei faidl de universal afirmativ)
T5. (Vv) (V v,) (Evv, > Ovv,) (subalternarea particular negativei fagt
de universal negativi)
T6. (¥ v) (V v,) (Av\v, > ~Evv) (contrarictatea dintre universalele
afirmativi gi negativi)
T1.(Vv) (VY v) vy, v Ovy,) (subcontrarietatea dintre particula-

rele afirmativi §i negativdl)
T8. (¥ W) (V¥ v)) (V¥ v,) (Ewv, - Av,v) = Ev,v) (modul Celarent)
T9. (V) (V v) (Y v) ((Aw, - Iv,y) = Iv,v))  (modul Darii)
"T10. (V v) (V v)) (Y v,) ((Evv, - Iv,v) = Ov,v,) (modul Ferio)

De fapt, se poate demonstra urmitorul rezultat general: in teoria SA sunt teoreme
toate inferengele imediate §i toate modurile silogistice admise de Aristotel; nu
sunt teoreme toate inferenjele mediate §i toate modurile silogistice respinse de
Aristotel'. ’

Accasti modalitate de a construi silogistica aristotclicd drept o teorie for-
malizati de ordinul intdi provine din cercetdrile logicianului polonez J. Luka-
siewicz; voi spune de aceea ci aceastd aximatizare a silogisticii aristotelice este
de tip Lukasiewicz.

S# trecem acum la semanticd. Un model pentru L este o structurd <D, R,
~ R’>, unde D este o coleciie de obiecte, iar R §i R” sunt relatii binare pe D,
R fiind interpretarea lui A §i R” interpretarea lui /. Modelul standard al teoriei
SA se construieste astfel: D este o coleciie de muljimi nevide de obiecte si
nici un obiect din D nu le cuprinde pe toate celelalte; A este interpretatd ca
relatia de incluziune intre elementele domeniului, iar / ca o relajie care are
loc intre doud obiecte ale domeniului dac¥ si numai dacj intersecfia acestora
este nevidd. Se observd ugor cd, intr-un astfel de model M, avem:

M= SA \

Spre exemplu, (V v) Avv este adevdratd intrucit pentru orice mulfime X
din D este intotdeauna cazul cd X < X; A, este adevdratd in M in virtutea
tranzitivitdjii relagiei de incluziune intre mulfimi etc. S¥ observdm ci, pentru

1{n acest sens a se vedea, de exemplu, monografia lui I. Didilescu si P. Botezatu, Silogistica.
Teoria clasicd gi interpretdrile moderne, Editura Didactici i Pedagogic3, Bucuresti, 1976, in special
pp- 38-126 i 374--380. '
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a arlfita ¢ A,: (V v) Ivw ¢ nevoie sd facem apel la cerinfa ca toate mulfimile
cuprinse in D s3 fie nevide.

Silogistica aristotelicd a fost construitd aici ca o teorie de ordinul intai,
fn limbajul L = {A4, /, a, b, c, ....}. Acestei construcfii de tip Lukasiewicz i
se pot aduce insi citeva obiecfii. In primul rand, constantele individuale a, b,
¢ ... sunt infelese, In mod intuitiv, ca termeni care denotd clase de obiecte,
individuale. Lucrul acesta se poate observa cu usuringd daci ludm in seami
modelul standard al silogisticii aristotelice SA: prin funcfia de interpretare,
constantei individuale a, de pild3, ii va corespunde un obiect din domeniul D;
insd, pe de altd parte, acest obiect trebuie tratat ca o clas# de obiecte. S¥ ludm
propozitia:

(18.1) Toti oamenii sunt muritori.

Ea va fi formalizatd fn limbajul L dupd cum urmeazi: notam ,om* cu g si
»muritor cu b. Obtinem propozifia

(18.1") Toti a sunt b.
care in L este:

(18. 1) Aab
In L tratim expresiile ,,om* i ,,muritor* drept constante individuale; dar, intuitiv,
acesta ne apar ca simboluri predicative.

Asadar, o formalizare adecvatd n logica de ordinul intdi a silogisticii ar
trebui si trateze termenii (care In propozifiile categorice joaci rolul de subiect
sau predicat) ca simboluri predicative, mai degrab# decét ca expresii constante
individuale.

O a doua obiectie este aceea cd in L silogistica aristotelicd este tratati
ca o teorie de ordinul ntdi finit axiomatizabild (in fapt, ea are patru axiome).
Acest lucru este posibil pentru ci termenii silogistici a, b, ¢ ... sunt tratai drept
constante individuale si deci — cum limbajul L este de ordmul intdi - avem
la dispozifie variabile cuantificabile care iau termenii ca valori. in mod obignuit,
silogistica este Tnsi inteleasd ca o teorie care e datd prm schema axiomatice,
nu prin axiome. S% ludm, de pildi, axioma.

Ay (Vv (Y v) (V v) ((Avwy, - Av,y) = Avy)

Ea reprezmté modul sﬂoglsuc Barbara, din figura mtfu sﬂoglsuca fn mod obignuit,
acest mod e prezentat in felul urmitor:

(82)M AP

S A M
S AP
unde M, S gi P sunt simboluri care stau pentru termenii silogismului. Toate

silogismele de tip Barbara sunt valide: aceasta inseamni ¢ orice termeni concrefi
am pune in locul simbolurilor M, S si P, niciodatd nu vom objine un silogism
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alc cirui premisc si fie adevirate iar concluzia falsa. insa acest lucru nu trebuie
injeles in sensul ci simbolurile M, S §i P sunt variabile (cuantificate universal)
carc pot fi instanfiale cu diversi termeni concrefi. Mai curind M, S §i P sunt
metasimboluri — simboluri pe care le folosim in metalimbaj pentru a numi
termenii concrefi. De aici decurge cd (18.2) estc nu o formuld, ci 0 schemd de
ragionament. fn mod tradigional, silogistica a fost prezentatd cu ajutorul sche-
melor de rajionament; nu avem a face cu axiome silogistice, ci cu scheme axio-
matice silogistice.

In al treilea rind, in formalizarca de tip Lukasiewicz se iau ca primitive
relatiile silogistice A §i /. Problema este dacd nu cumva ele pot fi definite. Fie
din nou propozitia (18.1). Cel ce a studiat logica predicarclor de ordinul intdi
estc imediat tentat si-i ofere urmitoarea formalizare: notim ,,om* cu F §i ,,muritor*
cu G. Aici F si G sunt simboluri predicative. Intr-un limbaj de ordinul int4i, care
conline aceste simboluri, propozitia (18.1) va fi formalizati prin:

(18.3) (V v) (F(v) = G(v)

In (18.3), in afara celor dous simboluri predicative, nu intervin dect simboluri
logice: variabile, cuantificatori, conective logice; impreund, acestea dau seamd
insi de rolul pe care, in formalizarea de tip Lukasicwicz, se¢ admitea cd 11 are
rclatia silogisticd A. Potrivit interpretdrii (18.3) relatia A este insd definibild in
termeni logici. Obiectia ar suna, deci, astfel: formalizarca de tip Lukasiewicz
este redundantd, cici ia ca simboluri predicative (in limbajul de ordinul intdi
considerat) relayii logice.

Toate acestea sugereazd o altd modalitate de a construi silogistica aristotelic
drept teorie de ordinul intdi. Fie L = {F, G, H ...} un limbaj de ordinul inti,
~in care F, G, H ... sunt simboluri predicative unare. Propozifiile categorice de
ip A, E, I, O se formalizeazd in acest limbaj astfel:

a) propozitii de tip A (Toti F sunt G): (V v)) (F(v) — G(v)) prescurtat: FaG;

b) propozitii de tip £ (Nici un F nu este G): (V v) (F(v) = - G(V)),
prescurtat: FeG,

¢) propozitii de tip / (Unii F sunt G): (3 v) (F(v) - G(v), prescurtat: FiG;

d) propozitii de tip O (Unii F nu sunt G): (3 v) (F(v) - — G(v)),
prescurtat: FoG.

Cum in L nu apar simboluri propriu-zis silogistice, nu putem construi
silogistica aristotelici drept o teorie cu anumite axiome, sau scheme axiomatice
nelogice. Problema revine la a determina ce rationamente de 0 anumitd formd
sunt demonstrabile in L” (sau, echivalent, prin teorema de completitudine: sunt
valide in L"), .

Vom folosi literele M, N, P ... ca metavariabile pentru simbolurile predi-
cative F, G, H ... Se poate demonstra urmdtoarea teoremi:
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T 11. Urmitoarele formule sunt demonstrabile in L";

a) MahM, .

b) (MaP - NaM) — NaP;

c) (MaP - MiN) — NiP.

Se observd ugor c¥ cele trei scheme axiomatice corespund in L axiomelor
A, A,, ale SA, formulate in L. In L nu este ins4 demonstrabild §i formula MiM,
corespunzitoare axiomei A,. Acest fapt face cain L” sd nu fie demonstrabile acele
inferente imediate cu propozifii categorice §i acele moduri silogistice legate de
formula MiM. In particular, nu se pot demonstra:

i) subalternarea particularelor fati de universale;
ii) conversiunea universal afimmativei;

iif) modurile silogistice demonstrabile in SA cu premise universale, dar cu
concluzie particular.

Accle inferente imediate cu propozifii categorice §i moduri silogistice de-
monstrabile in L~ constituie silogistica absolutd. Ne intereseaz¥ ins3 dac¥ se poate
gdst o0 formalizare in L a propozitiilor categorice si a rafionamentelor cu acestea
sub care s fie demonstrabile toate (§i numai) teoremele silogisticii aristotelice.
Vom dovedi ¢4 urm#toarea teoremd are loc:

T 12. Presupunem ci existd o functie f care pune in corespondenti biunivoci
simbolurile predicative din L’ §i constantele individuale din L. Atunci: pentru
orice formuld ¢ a lui L In care nu apare nici o0 variabild existd o formuld ¢* a
lui L, astfel incat

¢ este teoremd a lui SA ddacd ¢* este demonstrabild in L”.

S& subliniem c¥ atdt L ct i L™ sunt limbaje de ordinul intdi; prin urmare,
atdt in L ca §i in L’ silogistica este construiti ca o teorie de ordinul intai. insi
in L” aceasti teorie cuprinde doar propozitii demonstrabile; in acest sens se poate
spune cd in L” silogistica este ,,scufundati* in logica predicatelor de ordinul intéi
sau cd are un ,,model” exact in aceastd logic. -

Corespondenta dintre formulele (fard variabile ale) lui L si formulele lui L*
se construiegte astfel. Fie mai intai un simbol predicativ M din L°. M se numeste
aristotelic (si scriem Ar(M) in acest caz) daci are loc:

3 v) Mv) - 3 v) - M)

Fie acum o formuld y a lui L’ in care apar simbolurile predicative M, M,... M.
Se defineste formula y, ca: '

(ArM)) - ArfM) - ... AtM)) - v
(mai pe scurt, vom scrie: ¥, = Ar(y) = ¥

Proceddm acum la construirea corespondeniei dintre formulele lui L gi cele
ale lui L”. Vom defini o funciic g astfel: *

160




() g(Aab) = (V v) (fla) (v) = fb) (v))

(ii) g(Eab) = (V v) (fla) (v) = - fb) (v))

(i) g(fab) = (3 v) (fla) (v) - fib) (V)

(iv) g(Oab) = 3 v) (fla) (v) - —fb) (V)

(v) g ) =—g(e)

(vi) g(o - w) = g(9) - (V) 8(@ v V) = g(9) v g(y) etc.

Vom pune, pentru orice formuld ¢ fird variabile a lui L, ¢* = (g(9)), =
= Ar(g(9)) — 8(¢)

Si presupunem, de exemplu, cd ¢ estc lab; sd ludm Ra) = M §i f(b) = N.
Atunci g(/ab) va fi (3 v) (M(v) - N(v)), iar (lab)* va fi:

@ v) (M) - @)= M) - 3 v) NE) - (3 v) = NW) = (3 vYM() - Nv))
S¥ observim ci traducerca A2* a axiomei A, a SA este demonstrabild.
Intr-adevir, traducerea ei (faa)* in L” cste

@ vy (M) - @) -M) - 3 v) M) - M)
care ¢ evident demonstrabild. Exemplul aratd in ce constd exact diferenta dintre
aceastd traducere §i cca mentionatd mai sus, dar carc nu ficca dreptate decét
silogisticii absolute: vechea traducere este valabild sub condifia ca simbolurile
predicative folosite si fic aristotelice — adicl, sd nu fie vide sau totale. Cind
aceastd conditie ¢ implinitd, A, cste admisd; or, cum am vizut, ea ¢ra cea care,
in modelul standard al SA, formulatd in [, cerca ca interpretdrile constantelor
individuale s3 fie nevide. Vom numi aceustd construcfie traducerea Jaskowski!
a formulelor Iui L in cele ale lui L7, iar rezultatul exprimat prin T,, — teorcma
lui Jaskowski.

S# trecem acum propriu-zis la demonstrarca teoremei T,

a) Suficienia: dacd ¢ este tcoremd a lvi SA, atunci ¢* cste demonstrabild
in L°. Demonstratia este triviald in cazul axiomclor Al, A3 si A4; A2 a
fost men{ionatd mai devreme. Acum s¥ presupunem cii pentru formulele ¢ §i
¢ — Wy leorema este valabild, deci cd dacd ¢ §i ¢ — y sunt teoreme ale lui SA,
atunci @* §i (¢ — y)* sunt demonstrabile in L°, Atunci y* ¢ demonstrabild in
L’. Dar se observd ugor ci:

(1) (0 = )" = Agle = V) = £ = )

@) (¢ = )" = Ar(g(@ — ) = (8(9) > g(¥)

(3) (9 = W) = (Arg(@ = ¥) = g(9) ~ (Arg(e = ¥)) = g(¥)
Dar, conform definiiei lui g si a lui Ar, avem:

() Ar(g(9 — ) — Ar(g(e))

' A se vedea S. Vieru, Axiomatizdri §i modele ale sistemelor silogistice, Edilura Academiei,
Bucurest, 1975, pp. 61-72.
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Camm TV ¢

§i cum prin supozifie ¢*, adicd

(5) Arg(e)) = g(9)
este demonstrabild in L°, Inseamn¥ (din (4) si (5)) cd §i

(6) Ar(g(e — W) — g(9)
¢ demonstrabild in L°. Din (3) si (6) decurge cd formula

(7) Ar(g(e = ¥)) — g(y)

e validd in L°. Formulei (7) fi putem aplica teorema de interpolare a lui Craig.
Exercitiu: si se arate c3 Ar(g(y)) este interpolantul c3utat (a se folosi exercitiul
32 de la capitolul I, § 6). Atunci este demonstrabild in L”:

(8) Ar(g(y)) — &(v)
adici vy,

b) Necesitatea: dacd ¢* este demonstrabild in L°, atunci ¢ e teorema in SA.
Vom demonstra ¢4 dacd ¢ nu ¢ teoremd in SA, atunci ¢* nu e demonstrabild in
L’. S& presupuncm, intr-adevidr, cd @ nu e teoremd a lui SA. Atunci muljimea
{~p} estc SA consistentd §i deci, conform teoremei de completitudine, aplicatd
lui {—¢} (o mulf{ime de formule ale limbajului L)— ¢ este adevératd intr-un model
al SA. S& Judim acest model ca fiind standard. Fie Tp) mul{imea constantelor
individuale ce apar in — (§i, deci, ¢). Prin interpretare, fiecirui element din T¢-)
ii corespunde o mulf{ime nevidi si netotald. Vom arita acum ¢ M este si un model
al lui L’ §i cd @* este falsd In M. Stim c¥ ¢* este Ar(g(p)) — g(¢); sd ariitdm ci
- (0%) = Ar(g(0)) - —g(9) e adeviratd in M. Primul conjunct Ar(g(¢)) e adevirat
in M. Intr-adevir, el afirm3¥ cd pentru orice constantd individuald a din L care apare
in ¢, e adevdrat ci

@ fla -3 fa
deci ci extensiunea la M a simbolului predicativ ce corespunde lui a este o
multime nevid4 si netotald — ceea ce tocmai s-a presupus, odatd admis ci M este
standard. Faptul cd —g(¢) e adevdratd in M se demonstreazd prin inductie asupra
complexitdfii lui ¢. Demonstratia ¢ lungd, dar nu e dificild. Ea va fi 1dsatd ca
exercifiu cititorului. o

Am ardtat ¢ —(¢*) are un model; prin urmare, aplicdnd din nou teorema de
completitudine (de data aceasta mulgimii {—¢*)} de formule ale lui L°), obfinem
ci {{p*)} este consistentd si deci ci ¢* nu este demonstrabild in L*, g.e.d.

§ 19. Cuantificarea restrinsi si logicile multisortate

De multe ori trebuie si manevrim propozitii in care diferitele variabile au
domenii de valori diferite. De pild4, cAnd spunem:

(19.1.1) Oricine a cumpdrat ceva de la Ionescu.
(magazinul lui Ionescu fiind singurul din sat, s4 zicem), cuantificatorul ,,oricine*
are ca domeniu locuitorii satului, in timp ce cuantificatorul ,,ceva* are ca domeniu
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mirfurile din magazinul lui Ionescu. Desigur cd am putca incerca sd formalizim
pe (19.1.1) prin

(1912 (VW@ v)C (v, v, 0
unde C este predicatul a cumpira, iar constanta ¢ este un nume al lui lonescu.
Insz ¢ limpede i ceva e gresit cu aceastd formalizare; cici dacd ea ar fi corectd,
atunci propozitia:

(19.1.3) Olwel a cumpirat Luna de la Ionescu
ar trebui si fie cel putin cu sens — ceea ce intuitiv cu sigurantd ci nu e cazul.
De multe ori, ceva aseminitor se intdmpld atunci cind lucrdm cu diverse teorii
stiingifice. In geometrie, de pildi, vrem si vorbim despre lucruri atat de diferite
cum sunt punctele, dreptele ori planele. Fie, de exemplu, propozitiile:

(19.2.1) Intre oricare doud puncte se afli un al treilea.

(19.2.2) Pe orice drcaptd se afld cel putin un punct.
E natural si fncercim s# le formalizdm, prin:

(1921 (Y vy (V v) @ v)Y IV, v, v)
unde / este predicatul: a se afla intre, §i, respectiv,

(19.22) (Y v) 3 v) PO, v)
unde P este predicatul a se afla pe. Dar iardsi ceva nu e in reguli cu cele doud
formaliziri, fiindcd din (19.2.17) nu putem deriva

(19.217) (Y v) @ v)Iv7, c, v)
unde ¢ ¢ un nume pentru 0 dreaptd, cdci predicatul / e injeles ca expriménd o
relatie Intre trei puncte, citd vreme, potrivit lui (19.2.177) expresia I(v™, ¢, v")
trebuie s3 exprime o relagie intre doud puncte §i 0 dreaptd.Tot aga, din (19.2.27)

nu putem deduce pe

' (19.22°) 3 v) P, ¢)
unde ¢ € un nume pentru un punct: acum predicatul P: a se afla pe — care stabilegte
o legiturd intre un punct §i o dreaptd — ar trebui s¥ aibd loc intre doud puncte.

Vom analiza doud strategii de a face faid acestor dificultafi. Prima este
motivatd sintactic: conform acesteia, expresii ca P(v’, ¢) sau I(v”, ¢, v) sau
(19.1.3) nu sunt bine construite. Lingvigtii au discutat pe larg aceasti optiune,
ludnd exemple precum

(19.3) Idei verzi necolorate dorm furioase.

Aceastd strategie a condus la elaborarea aga-numitelor logici multisortate.
Cea de a doua strategie a motivatid semantic: potrivit ei, problema nu e aceea
de a construi anumite expresii, ci de a le atribui in mod corespunzitor valor
de adevir. Aplicarea ei face uz pe larg de conceptul de cuantificare restrdnsd.

a) Logicile multisortate. Intr-un limbaj Ln multisortat (cu n sorturi) cons-
tantelor individuale le este atagat un sort (si vom scrie ¢,™, ¢,™ etc., unde m”
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si m”” sunt sorturile lui ¢,, respectiv ¢,); intuitiv, sortul atagat unei constante indica
genul de obiecte pe care le poate denota acea constantd. De pildd, unele constante
pot denota oameni, altele mirfuri cumpirate de acestia, altele riuri; sau unele
pot denota puncte, altele linii, altele planuri etc. Corespunzitor, se introduc
variabile de diferite sorturi v* (indicele superior indicl sortul variabilei) care iau
ca valori obicctle de un anumit sort. Mai departe, predicatele si simbolurile func-
fionale sunt astfel incat locurile lor goale pot fi ocupate doar de termeni de sortun
corespunzitoare. De pild3, predicatul C* (a cumpéra) e luat astfel incit primul
si al treilea loc gol pot fi ocupate doar de termeni care stau pentru oameni
(= de sortul oamenilor), in timp ce al doilea poate fi ocupat doar de un termen
de soriul mirfurilor. Atunci, o formalizare corespunzdtoare a lui (19.1.1) va fi,
de pildd,

. (19.1.4) (Vv, ) @v, ) Cv, L v, 3 ¢ D).

In genere, unui loc dintr-un predicat i pot conveni termeni de mai mult de un
sort; dar, pentru a simplifica, vom presupune mai jos ci fiecare loc din fiecare
predicat trebuie completat cu termeni de un singur sort.

Cerintelc de mai sus sunt suficiente pentru a construi formulele atomare ale
limbajului Lz; construirca formulelor mai complexe nu pune probleme speciale,
in afara faptului ci trebuic sd fim mereu atenti la sortul variabilelor folosite.

E important de refinut aici faptul urmitor: o expresie ca C(v, ', v, ', ¢ ') nu
€, potrivit strategiei urmate acum, o formul# bine formatd a lui Ln. Ea este exclusd
pe considerente sintactice; nu avem cum spune ci, rclativ 1a un model, ei i se
poate atribui 0 valoare. La fel, (19.1.3) va fi nu falsd, ci lipsitd de sens.

S4 ne amintim acum de logica de ordinul doi, discutatd in § 16. Intr-o
anumitd masurd, logica de ordinul doi ar putea fi considerat3 ca o logici speciali
multisortatd (de fapt, bisortatd). Vom relua citeva expresii ale acelei logici. De
exemplu, expresia '

(19.4) @ X) (V v) X() = v)
spune cd existd o functie identitate; expresia

(19.5) (¥ v) (V v) 3 X) (X(v) - X(v)
spune cd orice doud obiecte au cel putin o proprietate in comun. Cele doul
principii ale identitdii sunt exprimabile de asemenea in aceastd logici:

(19.6.1) (Principiul identitdgii indiscernabililor)

(Vv (V) (VX)) (XO) © X)) 5 v=V)

(19.6.2) (Principiul indiscernabilitdfii identicilor)

Vv V)E=v > (XX X))

Se vede ugor deja din aceste patru expresii ci am utilizat dou sorturi de variabile:
unele pentru obiecte individuale, altele pentru proprictidti ale acestora. Pentru a
face evident acest lucru, am putea, bundoars, si modificim pe (19.5) in:

95.) (Vv 1) (W) @ v) (VR -vie L)
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Dar aceasta nu este incd o expresie a unei logici multisortate. Intr-adevir, intr-
o logica multisortat3 variabilele de diferite sorturi umplu locurile goale fntr-un
predicat; dar aici, in expresia v, (v, ') s4 zicem, variabila v, ? std in locul unui
predicat.

De aceea, pentru a construi logica de ordinul doi ca o logicd multisortatd,
vom proceda astfel: fie L limbajul in care am construi logica de ordinul intéi.
Construim un nou limbaj L, bisortat dupd cum urmeazi:

(i) pentru fiecare constantd individuald ¢ a lui L, in L, existd o con-
stantd ¢’ _

(i) pentru fiecare literd predicativd P a lui L, in L, existd o constantd ¢,

(iii) pentru fiecare numir n, in L, introducem un predicat n + 1-ar — A*
(predicatul aplicabilitdii);

@v) pentru fiecare simbol functional f al lui L existd in L, un simbol
functional f 1. »

In formalizarea lui L, se folosesc doud sorturi de variabile, cele individuale:
v, L, v, !etc. §i cele predicative: v, %, v, ? etc. Acum comstruim o traducere H
a termenilor §i a formulelor lui L in termenii si, respectiv, formulele lui L,

a) Constructia termenilor lui L,:

(i) daci ¢ este o constantd individualld, atunci H(®) = c’;

(i) dac# ¢ este o variabild individuald v, atunci H(v) = v%;

(iii) dacd ¢ este o variabil¥ predicativi X, atunci H(X) = v*

(iv) dacd ¢ este o constantd funciionald f, atunci H{®) = f;

(v) dacd ¢ este (2, ... ¢), atunci H(t) = H(t) (H(t)... H(t)).

b} Traducerea formulelor lui L:

() H(t, = t,) este H(t) = H(t);

(ii) dacd P este un predicat n-ar, atunci

HP(ty, ... t) = A+ N, % H(t), ... H());

(iil) HCp) = —H(o):

@v) Hip — ) = H(g) - H(y);

W) H(Y v)@) = (¥ v)H(9);

- (vi) H(Y X)9) = (V v)H(9).

Elementul interesant este, desigur, punctul (ii) al acestei ultime defmip‘i.'
Predicatele A* sunt astfel incét primul loc nu poate fi ocupat decit de o constanti
sau o variabild de ordinul doi (cel ,predicativ*‘), iar celelalte locuri nu pot fi
ocupate decit de termeni de sortul intdi (cel ,,individual®). De aceea, expresii
ca A%c ', c,") sau A%(c,?, c,?) sunt prost construite sintactic. Si ludm propozifia:

(19.7) Socrate este filozof.
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In L, ea e formalizat3 astfel: i) se introduce o constantd ¢' ca nume pentru
individul Socrate; ii) se introduce o constanti ¢* ca nume pentru predicatul
filosof; iii) se introduce predicatul A% Acum, (19.7) devine: '

(19.7.1) A%, ct)
pe carc o citim: predicatul filosof se aplicd individului Socrate.

Existenta constantelor (i a variabilelor) de sorturi diferite are urmitoarea
consecin{i semantici: domeniul unui model pentru Ln trebuie impirit in
n subdomenii, astfel incdt constantele de sortul i si fie interpretate in
subdomeniul i, iar cuantificatorii aplicafi unei variabile de sortul i si vizeze doar
subdomeniul i. Intr-un fel, modelul nu mai e de forma M = < D, ... >, ci de
fomaM=<D,..D, ..> _

Cum am vizut in § 16, logica de ordinul doi are anumite proprietd{i remar-
cabile. In ea cad teoremele Léwenheim-Skolem, de compactitate gi de comple-
titudine. Se pistreazi aceste rezultate §i pentru traducerea ei in L,? Altfel zis,
incalcl logica bisortatd L, construit mai sus compactitatca §i teoremele LOwenheim-
Skolem? Cum vom arita mai jos, rispunsul e negativ. Se demonstreazd cd

(19.8) Relativ la L, se pot proba:

a) teoremele Lowenheim-Skolem;

b) teorema de compactitate;

¢) teorema de completitudine.
Rezultatul acesta nu trebuie si ne surprindi odati ce observidm ci in semantica
pentru L, apeldm la predicatele de aplicabilitate, A™: in acea semanticl, noi nu
avem entitd|i (indivizi) §i proprietiifile lor — ca in semantica logicii de ordinul
doi — ci simularea lor cu ajutorul a doud genuri de entitifi i a relafiilor de
aplicabilitate intre acestea. Daci fntre logica de ordinul doi si logica bisortati
construitd apar discrepanie, aceasta nu fnseamni decét ci simularea nu e perfect,
cd deci injelesul intuitiv al relatiilor A" nu e captat in intregime de axiome i
ca in logica L, pot fi justificate numai acele inferenje care depind de cerinele
pe care le putem impune explicit asupra relagiilor A,

b) Cuantificarea restr@nsd. S4 ludim urmitoarele dousf propozifii:
(19.9.1) Toti filosofii sunt inteligenti.
(19.9.2) Unii elevi sunt sportivi.
Ele se formalizeaz3 foarte usor prin:
(19.9.17) (VW WF(Q) » I(v)
(19.9.2%) (3 vWE®W) - SV)).
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Vom spune ¢ (V v) este restrdns la F(v) in (19.9.1°) i cd (3 v) este restrins
la E(v) in (19.9.2°). in general, daci ¢ e o formuld cu o singur variabild libers
v, vom spune ci (V v) e restrins la ¢(v) in formula (V vX¢(v) — ...) si cd
3 v) e restrins la ¢(v) In 3 v) () - ...).

Cuantificarea restrinsi e folositoare atunci cind intr-o expresie sunt mengionate
entitidfi de diferite sorturi, de pildd oameni i mdrfur, ca in (19.1.1). Pentru a
formaliza aceste expresii, potrivit strategiei cuantificirii restrinse trebuie proce-
dat in felul urmitor. Mai intdi, se introduc predicate speciale pentru fiecare din
sorturile de entitf{i mentionate; apoi se foloseste restringerea cuantificatorilor.
De exemplu, pentru a formaliza pe (19.1.1) trebuie introduse — in afara
predicatului temar C: a cumpéra — incd doud predicate: P (pentru persoand) §i
M (pentru marfd). Atunci, in locul lui (19.1.2) vom avea:

(19.1.5) (W wWP() = 3@ v YM¥) - P(c) - Cv, v, ©)))
in formula de mai sus, cuantificatorul (V v) este restrans la P(v), iar cuantifi-
catorul (3 v) este restrins la M(V").

S4 judm acum propozifia: ¢

(19.1.6) Orice om de pe strada noastrd a cumpdrat ceva de la Ionescu.

Apeldm la predicatul S: a locui pe strada noastrd §i formalizdm:

(19.1.6°) (V vX(P() - SW) = 3 vYM) - P(c) - Cv, v7, ©)))

Acum cuantificatorul (V v) e restrans la P(v) - S(v). Pentru a evidentia mai bine
acest lucru, e folositor si folosim urmitoarea notatie: vom scrie (V v)¥) in loc
de (¥ vXo(v) - ...) i 3 v)¥ in loc de (3 v)(o(¥) - ...). Atunci vom putea scrie:

(16.10.1) (¥ v I(v)

{19.10.2) (3 v)¥ S(v)

(19.10.3) (V v)"™ (3 v (P(c) - C(v, v, ¢))

(19.10.4) (V v)f™ S0 (3 vy (P(c) - C(v, v7, ¢))
in loc de (19.9.17), respectiv (19.9.27), (i5.1.5), (19.1.6").

Procedura aceasta are consecinje diferite de cea a logicilor multiscriate.
Astfel, semantic nu mai e nevoie sk impiriim domeniul unui model in subdo-
menii: domeniul va cuprinde entitifi de toate sorturile de care e nevaie. In al
doilea rand, condifiile sintactice asupra construirii expresiilor se relaxeazi: locurile
goale Intr-un predicat pot fi completate cu variabile ori constante peniru orice
obiect. De pildd, dacd ¢, e un nume pentru Olt, iar ¢, un nume pentru Lun,
atunci propozitia (19.1.2) se va formaliza

(19.1.2°) P(c) - M(c,) - P(c) - C(c,, ¢, ©)

Potrivit strategiei logicilor multisortate, (19.1.2°) este fird sens — O expresie
gramatical prost construitd, cici cuprinde pe C(c,, ¢,, ¢) . Potrivit strategiei
cuantificdrii restrinse, ea este cu sens; dar nu e adeviraty, fiindci P(c,) §i M(c,)
nu sunt adevdrate.

-
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Observim c#, pentru a pune la lucru strategia cuantificirii restrinse, trebuie
sd introducem noi constante predicative in limbaj, cite un predicat unar pentru
fiecare sort. Acest lucru ne permite si obtinem unele rezultate foarte importante.
Fie L, un limbaj multisortat, iar L, un limbaj de ordinul intdi definit in felul
urmator:

(i) dacd P este o constantd predicativd din L_, atunci P este o constanti
predicativd in L_;

(ii) pentru fiecare sort i, in L_ existd un predicat S;

(iii) pentru fiecare termen individual ¢ de sortul i, in L_ existd un
termen z.

Putem s3 traducem orice formuld ¢ a lui L_{intr-una H(¢) a lui L*, in felul
urmator:

(i) dacd ¢ e o expresie atomard de forma z, = ¢, si in ¢, §i 7, apar termenii
constanfi ¢, t_, avind sorrle @, ... ¢, atunci H(p) este ¢ = ¢, -

A
“Siy(g ) - S,

(ii) dacd ¢ e o expresie atomard de forma P(¢, ... t) i in ¢ apar termenii
constanfi £, ..t~ avand sorturile @, ... @_, atunci H(9) este P(t, ...t) -
8D S

(i) HE @) = - H(g);

(VH@@ — ) = H(p) — H(y);

(V) H(Y v)g) = (V VXS (V) = oY

i) H@ v)e) = @ vXS,(V) - ¢).

Trebuie notat ci in L* variabilele nu sunt de sorturi diferite; indicii superiori
ai variabilelor, care in L foloseau pentru a le indica sortul, acum servesc numai

pentru a diferen{ia intre doud variabile diferite. B

Umneaz¥ cele mai importante rezultate privitoare la relagia dintre logica
multisortat3 §i logica cuantificational restrinsi.

(19.11) O propozitie ¢ este demonstrabild in L_ ddac¥ traducerea ei H{¢)
este demonstrabild fn L~

(19.12) O mulfime X de propozifii ale lui L este consistentd in L_

ddacd H(X) — multimea traducerilor in L* ale acestor propozifii — este

consistentd in L~
Teoremele de mai sus conduc imediat 1a demonstrarea lui (19.8). Pentru

aceasta trebuie si finem cont cd propozifiile limbajului bisortat L, se traduc in
propozifii ale unui limbaj de ordinul inti L?, pentru care teoremele lui Léwenheim-
Skolem, de compactitate §i de completitudine au loc.
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§ 20. Descriptiile

Pentru a vorbi despre obiecte, se folosesc termenii. In 8§ 10 s-a introdus
definifia termenilor intr-un limbaj L de ordinul intdi. O reamintesc:

(10.1) Definitia termenilor lui L:

a) o variabild este un termen;

b) un simbol consiant din L este un termen;

¢) daci F este un simbol functional m-ar din L i ¢, ... ¢, sunt termeni,
atunci F(t, ... ¢ ) este un termen;

d) un gir de simboluri logice sau ale lui L este un termen dacd §i numai
daci se poate obtine prin aplicarea de un numdr finit de ori a clauzelor (a) ~ (¢).

Desiglir, variabilele individuale nu denotid intr-un model anumite obiecte
particulare; ideea introducerii lor a fost tocmai aceea de a le folosi pentru a denota
obiecte diferite. Potrivit definitiei functiei de interpretare, in orice model fiecare
constant3 individual# denoti un obiect precizat; ea denotd intotdeauna si denotd
un singur obiect. Rolul constantelor individuale intr-un limbaj de ordinul intéi
este aseminitor cu cel al numelor proprii in limbile naturale. Filosofi precum
Frege si Russell au argumentat ¢ numele proprii nu pot sa nu denote; in acelagi
timp, fiind ,,proprii“, aceste nume denotd un singur obiect.

Daci Tnsd numele proprii ar fi singurele mijloace de care am dispunc pentru
a vorbi despre obiecte particulare, ar fi imposibil sd facem acest lucru dacd nu
am sti numele obiectelor; dar desigur ci, de multe ori, vrem — §i reusim — s3 vorbim
despre obiecte chiar dacd nu cunoagtem cum au fost boiczate. Asa ceva se
ﬁst;implﬁ pentru cd, aldturi de nume proprii, in limbajele pc care le folosim avem
la fndemning §i alte genuri de expresii care denotd obiectele parnticuiare. E vorba
de cele construite cu ajutorul simpolurilor funcfionale. S& ludm céteva exemple
de astici de simboluri functionale:

(20.1.1) Oragul carc este capitala...

(20.1.2) Acel numir natural care este suma dintre numerele naturale... §i ...

(20.1.3) Sotia lui ... ’

_(20.1.4) Sofia primului pregedinte al statului...

in primul, al treilea si al patrulea exemplu apar simboluri functionare unare:
punind in locurile goale un termen, se objine un termen. De pild3, avem (in cel
de-al treilea exemplu):

(20.2.1) Sotia lui Elvis Presley

(20.2.2) Sopia lui M. Gorbaciov

(20.2.3) Sotia lui I. Kant

(20.2.4) Sotia primului presedinte al U.R.S.S.
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Cel de-al patrulea exemplu este mai interesant, cici in el apar doud simboluri
functionale, anume: ,,sofia lui...* §i ,,primul presedinte al...“; dacd in celelalte
doui exemple considerate termenii obfinuti erau de forma F(¢), in acesta tofi
termenii sunt de forma F(F'(2)). (Astfel de termeni pot fi obfinugi si in cazul
in care avem un singur simbol funcfional, punind in locul liber un termen

complex, cum se vede in expresia (20.2.4)).
In al doilea exemplu avem un simbol funcfional cu doud locuri goale. in

cel de-al cincilea nu avem nici un loc gol; desigur, expresia ,,primul om care
a pisit pe..." este un simbol functional unar, insd ,,primul om care a p3git pe Luni*
estc deja un termcen constant. Am putea spune, fortdnd putin, cd acesta este un
simbol functional O-ar, sau cu zero locuri goale.

In termeni precum cei construii aici, alituri de constante individuale, apar
expresii predicative (precum: ,,... este sotia lui...“; ,.... este presedinte al...“,
... €Ste Om care a pigit pec Lund* etc.), care pot fi compuse, de asemenea, in
accsti termeni este utilizat articolul hotdrat (cdnd scriem: sofia lui..., presedintele...,
orasul care... etc.). Astfel de termeni se numesc descriptii definite (sau, pe scurt.
descriptii). in cele ce urmcazi nu vom admite ca intr-o descripgie definitd s3
apari variabile libcre. Pentru a cvideniia structura unei descriptii — deci faptul
cd ea cuprinde 1) o expresie predicativd; 2) articolul hotdrdt, 3) eventual,
constante individuale — vom folosi urmdtoarea notatic: introducem iota opera-
torul, care, precum cuantificatorii universal §i existenfial, se aplici unei
variabile §i este urmat de o expresie predicativd unari. Descripiii vor fi, de pild3,
QA v) P(v), Q v) R(c, v), (1 vI(P(V) - O(c, v)) etc., prin care formalizim, s3 zicem:
,»cel mai cunoscut actor francez", respectiv ,,sofia lui M. Gorbaciov", ,,cel mai
cunoscut actor francez care a tumat filme la Hollywood®. S4 observdm, in fine,
cd, intrucit sunt termeni, descriptiile pot apdrea printrc argumentele unui predicat
n-ar la fel ca o variabild sau o constanty individuali. i

Cu ajutorul descriptiilor putem obline propozitii precum:

(20.3.1) R((} v) P(v)) Primul presedinte al U.R.S.S. este chel
(20.3.2) c=(1 v) P(v) M. Gorbaciov este primul presedinte al
UR.S.S.

(20.3.3) (1 v) PO = (1-v) QW) Primul presedinte al U.R.S.S. este
inifiatorul perestroicii.

20.3.4) Bv)3v) R'(W) - R (v, A v) P(v")))—Unii rusi il admiri pe primul
presedinte al U.R.S.S.

(20.3.5) ¢’ =( v) S(v, O v) P(v)) Raisa Gorbaciova este sofia primului
presedinte al U.R.S.S.
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(Pentru 2 simplifica, am scris (lv) P(v) pentru: primul presedinte al U.R.S.S.;
mai corect ar fi fost, desigur, si scriem (1v) P(v, b) cu b o constantd individual).

Nu vom insista mai mult asupra aspectelor sintactice; sintactic, descriptiile
definite sunt un gen de termeni complecsi —iar in § 10 felul in care se pot folosi
acegtia in expresiile unui limbaj de ordinul intii a fost definit in chip riguros.
S# trecem acum la aspectele semantice. Fie deci o descriptie (1v) P(v). intr-un
model M vom interpreta aceastd descripfie ca un obiect al domeniului D al lui
M, si anume ca acel unic obiect x care face adevaratd formula P(v). Vom scrie:

(20.4) Interpretarea discriptiei (1 v) P(v) in modelul M este acel unic obiect
x € D astfel incit M 1= P(v) ((x)). '

Existd tusi 0 problem3 cu aceasti definifie. in § 11, cAnd am definit
valoarea unui termen ¢, am admis intotdcauna ci acesta exist: valoarea lui ¢ e,
prin definitia (11.1), un obiect din domeniul oricdrui model. Dar, daci exten-
siunca lui P la M nu cste un singur obiect, definijia (20.4) nu mai reuseste sd
ne spuni cum si interpretam pe (1v) (P(v) la M. Apoi, este intrutotul posibil ca
o descriptie si nu aibi nici o interpretare intr-un model. SA presupunem cd in
limbajul L avem descriptii precum:

(20.5.1) Sotia lui 1. Kant

(20.5.2) Municle de aur

(20.5.4) Sotia lui Henrc al VIii-lea.

Dacd mocelul pe care il av'm in vedere este o parte a lumii actuale atunci
cvident ¢, potrivit lui (20.4), aceste descripiii suni ncdefinite: nu puten: afla un
unic obicct prin care s3 interpretdm in acest model descripfia (in primele doud
exempic, nu existd nici un astfel de obiect; in al treilea — existd mai mult de un
obiect).

Acum s8 luiim propozitiile:

(20.6.1) Sotia lui I. Kant era scunda.

(20.6.2) Muntele de aur este inalt.

(20.6.3) Regele de astizi al Franiei este chel.

(20.6.4) Anne Bullen a fost sofia lui Henric al Viil-lea.

Primele trei sunt de forma lui (20.3.1): R (1 v) P(v)), iar a patra ¢ de forma lui
(20.3.2): ¢ = (1 v) P(v). Cum nu existd in nici unul din aceste cazuri un unic
obiect in model care satisface pe P, inseamni ci nu vom putea determina pentru
propozigiile ca intreg valoarea lor de adevir. Propozitiile (20.6) nu vor fi nici
adevirate si nici false. In acest caz fns3, unele propozifii ale limbajwui nu ar
avea o valoare de adevir in unele modele (In acelea in care descripfiei nu fi
corespunde un unic obiect din domeniu). _

Aceastd situatie nu este deloc fericitd; odatd admisd, ar trebui si ne lipsim
de unele dintre cele mai puternice instrumente folosite in teoria modelelor (un
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exemplu: nu s-ar mai putea construi modelele canonice pentru demonstratiile
de completitudine). Dificultatea se poate totusi ocoli; iatd mai jos trei strategii

in acest sens.
1. Strategia lui A. Meinong. Ea constd in urmitoarele: denotatul descriptiei

() v) P(v) in modelul M este acel unic obiect x, astfel incit M |= P(v) ((x)), daci
nu existd un astfel de obiect, atunci modelul M se modifici adiugind domeniuviui
un obiect x,, astfel fnct P este unic satisficut in M de x . De pildd, daci (1 v)
P(v) este descripfia muntele de aur §i ea nu arc o interpretare unicd in
modelul M, atunci se adaugi domenjului D un unic obiect — muntele de aur.
Atunci pentru P (= munte de aur) condifia (20.4) e implicitd. Si tot aga se adaugd
clte un obiect in domeniu pentru fiecare descripjie — sofia lui Kant, regele de
astdzi al Frantei etc.

Elaborarea in aminun(ime a strategiei lui Mcinong este ins# foarte dificild
$i nu vom putea si insistim aici mai mult asupra ci; in ultimii ani au fost
dezvoltate semantici meinongiene, Insd relativ la limbaje logice mai bogate (aga-
numitele limbaje intensionale). Iatd doar trei dificultd|i cirora trebuie si le faci
fal¥ acestea. Mai intii, stratcgia lui Meinong e prea ingdduitoare cu entitdfile pe
care le admitem ca obiecte In ontologie. Cum ea se aplicd oricirei descripjii, ar
trebui sd adiugim Tn D nu numai obiecte prccum muntele de aur, sofia lui
I. Kant ori regele dc astdzi al Frangei, ci si obiecte precum pitratul rotund, ori
cel mai mare numir natural - care sunt imposibile, nu doar ncactuale. Intr-adevir,
daci notdm cu P proprictatea a fi pitrat, iar cu R — proprictatea a fi rotund, atunci,
potrivit strategiei meinongiene, spre a satisface propozitia (20.4) rclativ la descrippa
(1 v) (P(v) - R(v)), ar trebui s adiugim in domeniul fiecirui model M un obiect:
patratul rotund. insi e greu de admis c8 existd astfel de obiecte: si e, de ascmenea,
greu de vazut cum ar putca fi manevrate acestea. Cea de a doua dificultate vizeazi
chiar acest lucru. Strategia lui Meinong este, aga cum am vizut, o cale de a pdstra
putin{a de a ataga o valoare de¢ adevdr oricirei proporzitii ce contine o descripfie
fir4 denotat. Dar se parc ci prejul plitit ¢ prea mare. Intr-adevar, s-ar putea
argumenta in felul urmdator: orice propozifie de forma ,,Obiectul care este P §i
S este P este adevirati, de pildd: ,,Cartea rogie este rogie*. Dar atunci ar trebui
ca propozitiile

(20.7.1) Pitratul rotund este rotund.

(20.7.2) Pitratul rotund este pitrat
s4 fie adevirate in orice model. ins# cum a fi rotund i a fi patrat sunt proprict3i
incompatibile, din (20.7.1) decurge c# propozitia

172




(20.7.3) Patratul rotund nu este pitrat
va fi adevirati in orice model. Or, ar trebui sd admitem, in acest caz, cd existd
o propozifie ¢ astfel incit pentru orice model M am avea M |= ¢ §i M = -0,
ceea ce nu e acceptabil.

O a treia dificultate pomegte de la observatia urmétoare: sd presupuncm cd
P este predicatul munte de aur. Construim acum descriptia (1 v)P(v): ,,muntele
de aur”, Potrivit strategiei lui Meinong, vom ad3uga modelului M, in care descriptia
nu are denotat unic, un obiect x, - muntele de aur. Problema este insd aceasta;
acum in M va fi adeviratd propozitia (1 v) P(v). De pildd, in modelul M care
e inclus in lumea actuald - §i in care ,,muntele de aur* nu are denotat — va fi
adevirat ¢l existd un obiect care e munte de aur, Or, acest lucru nu e acceptabil.

Solutia lui Mcinong este aceea de a stringe toate aceste obiecte nou
adXugate domeniului D al modelului M intr-o colectie D” (si o numim domenil
extern al lui M) si de a reinterpreta cuantificatorii fn sensul ci (3 v) Q(v) e
adeviratd dacl existd un obiect in D (sd fl numim domeniul intern al lui M) care
satisface predicatul @, dar nu e adeviratd dacl acel obicct ¢ in domeniul extem;
tot asa (V v) Q(v) va fi adeviratd dacd Q ¢ satisficutd de toate obiectele din
domeniul intern. Obiectele din domeniul extern nu au statutul ontologic de a
exista in A; Mcinong zicea cd astfcl de obiccte trebuic inir-un fel presupuse ca
fiind — §i acest lucru e realizat prin constructia domeniului extern. Dar ele nu
existd — au un alt statut ontologic.

Totusi, aceastd procedurd naste citeva observalii critice. Unii filosofi — precum
Quine — au argumentat ca atari obiecte cuprinse in domeniul extern nu sunt
filosoficeste ,,respectabile”, §i aceasta pentru c3 in cazul lor nu avem criterii clare
de identitate. Pe ce temei putem spune c¥ regele de astdzi al Franjei nu este acelagi
individ ca §i regele de astdzi al Italiei? Cici poate cd in acel tfrdm in care acestia
existd ltalia §i Franja s-au unit sub acelasi carmuitor!

in al doiica rind, chiar Meinong a susiinut ¢4 obiecte precum regele de astizi
al Franfei sunt ,.incomplete®, adicd nu e adev3rat cl, oricare ar fi proprietatea
2, ele au fie P fic non-P. Inir-adevir, despre regele de astizi al Franfei nu stim
dac3 are ochii ciprui sau nu; pur §i simplu propozigia:

Regele de astizi al Frantei are ochii ciprui
este indeterminati — nu avem cum decide nici dacd e adevdratd i nici dacd e fals.
'ns¥ nu puicm da seama de aceasta in semantica folositd aici, fiindc3 pentru orice
propozitie ¢ avem fie M = ¢, fie M k= —@.

In al treilea rand, strategia lui Meinong conduce la admiterea faptului ci
ar exista relafii ,,veritabile" intre obiectele din domeniul intem i cele din domeniul
extern al unui model (deci, intre obiectele ,.existente” §i cele ,,neexistente*).
Intr-adevdr, dacd in limbajul nostru existd predicatul ,,mai inalt‘, atunci in M ar
trebui ca propozifia:

-
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Regele de astdzi al Franfei este mai inalt decit regele de astdzi atl Spaniei.
s4 aib3 o valoare de adevir. Insj, intuitiv, noi considerim mai degrabi ci aceast
propozitie este indeterminati. ‘

2. Strategia lui G. Frege. Ea constd in urmitoarele: oricare ar fi modelul
M, domeniul s3u e construit astfel incat s includd un obiect x,, numit obiectul
nul. Acum, potrivit lui Frege denotatul descriptiei (1 v) P(v) in modelul M este
acel unic obiect x astfel incit M I= P(v) ((x)); daci nu existd un astfel de obiect,
atunci conventional punem pe x, ca denotat al lui (1 v) P(v), deci ludm pe x,
ca unic obiect care satisface in M pe P.

Strategia lui Frege face §i ea ca in orice model orice descriptie s aibd un
denotat; ea e folositd de multe ori in matematicd, atunci cind cerem ca o functie
si fie definit3 pe o intregi mulfime. De pild4, dacd vrem ca sciderea x —y si fie
definiti peste tot fin N, punem conventional x —y =0 cind y ) x. Desigur, aceasti
solutie este conventionald, ins# ea ajutd la rezolvarea unor dificutifi.

Orice propozitie in care apare o descriptie poate fi acum tratatd astfel incét
ea si aibi o valoare de adevir. De exemplu, propozitia ,,Regele de ast#zi al Frantei
este chel” va fi adeviratd intr-un model M daci x, apartine extensiunii lui ,,chel
la M. Frege preferd ca x, si fie multimea vidd §i interpreteazd propozifia de mai
sus relativ 1a modelul M ca afirnind ¢ mulfimea vid4 este inclusi in extensiunea
la M a lui ,,chel* — ceea ce este mereu adevirat.

Strategia lui Frege se bazeazi pe céteva teze. Le vom mentiona aici, pentru
a face mai limpede diferentele dintre acestea §i cea de a treia strategie pe care
0 vom mengiona — cea a lui B. Russell:

(i) Orice propozifie este adeviratd sau falsi.

(ii) Orice descriptie are intotdeauna denotat; descriptiile sunt tratate deci
ca analoage numelor proprii.

(iii) Denotatul unei descriptii depinde exclusiv de structura acesteia (i nu,
eventual, de propozitiile in care aceasta apare). ‘ y

(iv) In formalizarea propozitiilor in care apar descripiii trebuie pastrat rolul
in care apar acestea. De pild4, dac¥ o propozifie care gramatical are forma subiect-
predicat are ca subiect o descripgie (1 v) P(v), atunci prin formalizare trebuie s%
objinem o propozifie in care un simbol predicativ ¢ aplicat acestei descripfii
(e deci forma R(() v) P(v))).

S4 ludm doud exemple; fie mai intdi propozitiile

(20.8.1) Mihail Gorbaciov este chel.

(20.8.1) Primul pregedinte al U.R.S.S. este chel.
fn cele doux propozifii pare rezonabil sd admitem c# numele propriu (Mihail
Gorbaciov) §i descripfia (primul presedinte al U.R.S.S.) au aceeasi functie sin-
tactici: functia de subiect al predicawlui este chel — deci ci Meinong §i Free~
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au dreptate s3 accentueze asupra analogiei dintre numele proprii §i descriptii.
Daci notiim expresia ,,Mihail Gorbaciov* cu ¢, expresia ,,primul Pregedinte al
U.R.S.S.“ cu ¢’ iar predicatul ,.este chel* prin P, cele doud propozitii vor fi
formalizate prin P(c), respectiv P(c’); cecea ce € important este c¢i cele doud
propozitii sunt privite ca avind aceeagi formd logic3. S3 ludm nsd acum propozitiile:

(20.9.1) Cincva estc unicul autor al Principiei Mathematica.

(20.9.2) Nimeni nu estc unicul autor al Principei Mathematica.

Cum Principia Mathematica a fost scrisd impreund de A. N. Whitehead §i
B. Russell, intuitiv prima propozitie esie falsd, iar a doua e adeviratii. S4 vedem
ce se intdmpl2 pundnd la lucru strategiile tui Meinong §i Frege de a trata descriptiile
ca pe nigte nume proprii. S§ notdm cu ¢ descripia ,,unicul autor al Principiei
Mathematica'‘. Formalizdnd, ob{inem:

09.1Y @ v) (v=rc)

2092 -3 v) (v=rc)

Dar (21.9.1) este adevirati in orice model, iar (20.9.2°) ¢ fals3 in orice model;
prin formalizarec am obiinut valori dc adevir pe dos fajd de cele pe care, intuitiv,
le atribuiam celor dould propozifii. Formalizarca nu este, desigur, adecvatd — iar
Iucrul acesta aruncl o oarccare indoiald asupra adecvdrii strategiitor lui Meinong
si Frege.

3. Strategia lui B. Russell. In articolul s¥u Despre denotare apirut in 1905
in revista ,,Mind"“, B. Russell propunc o cu totul altd modalitate de a aborda
descripiiile. El pistreazd teza (i) ~ ci orice propozitic este sau adeviratd sau falsi
{principiul bivalen|ci) — Ins# le respinge pe celelalte trei. Respingénd teza (ii),
Russell sustine cd nu orice descripgie are intotdeauna denotat; el considerd cd
intuifia noastrd nu ¢ ingcldtoare gi cd (in modelul cuprins in lumea actuald) o
descriptie precum ,,muntele de aur sau ,regele de astizi al Franjei“ efectiv nu
are denotat. Pentru Meinong si Frege, aceasta era doar o aparenfd; pentru Russell
rcalmente atari descripfii nu au denotat. Descripjiile nu sunt, agadar, pentru
Russell analoage numelor proprii; expresiile denotative trebuie prin urmare impirtite
in dou& mari clase: cele care pot fi tratate ca nume proprii §i cele care pot fi
tratate ca descripjii. Prin urmare o descriptic nu poate fi formalizatd apeldnd
la o constantd individual¥; traducerile propozigiilor (20.9.1) si (20.9.2) de felul
celor de mai sus sunt gresite.

Respingerea tezei (iv) reprezintd renunjarea la teza ci forma gramaticald gi
forma logicd ,,reald” a unei propozifii se suprapun. Suntem ingelaji, consider3
si Russell: dar nu de faptul c& descripia realmente are denotat, citi vreme pare
sd nu aibd, ci de faptul cd propozifia pare sa aib3d descripfia drept constituent
efectv, citd vreme forma logici a propozitiei nu cuprinde descriptia drept constituent
veritabil. Intr-o propozifie precum: ,Primul presedinte al U.R.S.S. este chel*
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aparent subiectul este descripgia ,,primul presedinte al U.R.S.S.“. Dar nu ¢ aga,
considerd Russell; in propozifii precum

(20.10.1) Cineva a inventat un petpetuum mobile.

(20.10.2) Nimeni nu a pus piciorul pe Marte.
aparent expresiile ,,cineva“ §i, respectiv, ,,nimeni* joaci rolul de subiecte. insa
desigur ci aceasta e numai o aparenti. in propozitia

(20.10.3) Mihail Gorbaciov nu a pus piciorul pe Marte.
subiectul este realmente numele propriu ,,Mihail Gorbaciov*. Dar putem spune

(20.11.1) Mihail Gorbaciov este obosilt. :
cdtd vreme propozitia

(20.11.2) Nimeni este obosit.

e absurdi. Ci ,,nimeni* nu e subiectul real al lui (20.10.2) se observi indatd ce
formalizdm aceastd propozifie intr-un limbaj de ordinul intdi. Punind P pentru
»a pus piciorul pe Marte*, (20.10.1) devine

(20.10.27) (VW v) = P(v) .
in care ,,nimeni* nu mai apare ca subiect; aceastd expresie a fost analizatd cu
ajutorul cuantificatorilor.

Situatia este analoagd, sustine Russell, cu descripiiile. Strategia lui Russell
constid in a ardta cum putem analiza propozifiile in care apar descriptiile ca
propozifii in care folosim numai cuantificatorii logicii standard a predicatelor.
Atentie: aceastd inlocuire a iota operatorului cu 0 expresie cuantificationald nu
se face luind descripfia in izolare (cum cerea teza (iii)); metoda lui Russell e
cea a definitiei contextuale: el aratd cum putem inlocui 0 propozitie in care apare
iota operatorul cu o altd propozijie, in care apar numai cuantificatorii obignuifi.
Asadar, strategia lui Russell nu ¢ cea a definitici explicite a iota operatorului:
nu se di nici o definifie generald a acestuia.

Fie propozitia:

(20.12) Regele de astizi al Franjei este chel; formalizat: P((1 v) R(v)),-
in care apare descriptia (0 v) P(v): regele de astdzi al Franjei. Russell propune
ca aceastd propozific si fie analizatd astfel: existd un individ v care are
urmiitoarele trei proprietafi:

a) v este astdzi rege al Franfei: R(v),

b) nu existd nici nu alt individ v” in afara lui v care are proprictatea de
a fi astdzi rege al Franiei: (V v) R(v) > v =)

¢) v este chel: P(v).

Aceasta inscamnd cd propozifia (20.12) poate fi analizatd in urmi-
toarca formuld a Jogicii predicatelor de ordinul intdi, in carc nu mai apare iota
operatorul;

2013 @ WV (Rv) - (Y V)R (V) 2 v =) - P(v))
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n orice model M, (20.13) arc o valoare de adevir, in modelul inclus in lumea
actuald, ea se Tntdmplid s2 fic falsd (cum sc poate observa Jind dificuliate). Ayadar,
teza (1) este plstratd de strategia lui Russell.

Sa notim ¢ (20.13) este echivalenmid in logica predicatelor cu urmatoarea
expresie mai simpld:

(20.14) (3 v) (VY vIRE) & v = v) - PV)

Cu aceasta pulem formula urmitoarca definijie (contextuald) russclliand a iota
operatorului

(20.15) P((1 RW) =df @ v) ((V v) (R(V") &> v =V) - PV)

Si observim c¢i In definiensul lui (20.15) nu apare nici 0 expresic care si
denote un individ regele de astdzi al Frangei. E drept, apare expresia predicativt
rege de ustazi al Frangei; insd accasta nu este, evident, un termen! Ea poate fi
satisticutd de nici un individ, de un individ sau de mai mulfi indivizi; 1a orice
model ea se interpreteazi nu ca un obiect, ¢i ca 0 mulfime (posibil vidd sau
singulur®t) de obiccte. Agadar, definiensul lui (20.15) nu cuprinde descripia drept
constituent,

e aici decurge o consecingd foarte imponantd: spre deosebire de strategiile
Ilui Meinong si Frege, cea a lui Russell nu punc nici o problemd speciald pe plan
semantic: ¢dci analizind iota operatorul in tenneni cuantificajionali, nu apare
nici 0 problemi de interpretare semantic. Prin urmare, nu ¢ nevoic de utilizarca
wiei clauze de felul lui (20.4),

Pand i prezent am avut In vedere doar propozijii afimnative i care apar
descripyii definite. S84 considerim insd o propozijic precum:

(20.16) Regele de astdzi al Franjei nu este chel
Cum am viizut, ncgajia ei (20.12) este, potrivit strategiei lui Frege, adevaratd fntr-
un model M ori de clte oni descripiia ,.regele de astdzi al Franiei' nu are un
unic denotal fn M; ca urmare, (20.16) va fi falsd in toate acele modele in care
descriplia ny are un unic denotat. Analiza pe care o oferd Kussell propozijici
(20.16) este mai subtild. Aparent, aratd el, propozifia (20.15) este pur §i simplu
negagia lui (20.12): Regele de astizi al Frangei este chel, si prin urmare va fi
adevdratd in exact acele cazuri in care (20.12) este falsd. Russell ia fns# propozijia
(20.16) ca ambigul; sub o citire, valoarea ei de adevar va fi diferitdl de cea a lui
(20.12), dar sub o alt¥ citire ca va putea avea acceasi valoare de adevir ca si
(20.12).

Cele doudi modalitdi de a Tnjelege pe (20.16) sunt urmitoarele:

(20.16.1) Nu e cazul cii existd un unic individ care este rege al Franjei gi
cate este chel.

{20.16.2) Existd un unic individ care este rege al Frangei i care nu este chel.
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Formal, avem, respectiv, expresiile:

(20.16.1y = @ v) (V v) (R(v) & v = v) - P(v)

(20,1627 (@ v) (VW v) R(V) & v = V) - - P(v))

Amaindou} aceste formule pot fi objinute din propozifia (20.16): — P((1 v) R (v))
apeldnd la definifia (contextuald) (20.15) a iota operatorului. in primul caz,
aplicim definifia (20.15) expresieiP((1 v) R (v)) in (20.16): — P(() v) R (v)); astfel,
negafia arc in domeniul s3u de aplicare cuantificatorul existenfial, cum se vede
de altfel din (20.16.17). in cel de-al doilea caz, definifia (20.15) se aplicd ins¥gi
expresiei — P((1 v) R (v)); de daia accasta, cuantificatorul existential are negajia
in domeniul siu de aplicare. in terminologia lui Russell, potrivit primei citiri
(exprimatd in (20.16.1) si formalizatd in (20.16.17)) a lui (20.16), negalia este
tratat ca avind o aparijie primard; potrivit celei de a doua citiri (exprimatd in
(20.16.2) si formalizatd in (20.16.27)) a propozifiei noastre, negagia este tratats
ca aviind o aparitie secundard. Sc observd ugor ci propozitia (20.12) este negatia
lui (20.16.1), dar nu si a lui (20.16.2). In fapt, tratamentul aplicat de Russell
face ca (20.12) si (20.16.2) sd poatd fi impreund false (ceea ce de altfel se intdmpld
in modclul inclus in lumea actuall).

Propozitii ca (20.12): Regele dc astizi al Frangei este chel, in care apar
descripii carc nu au un denotat unic, sunt — aya cum am vizut — false. Aceste
propozijii nu incalci teza (i) a bivalenjci §i, in acest sens, strategia lui Russell
este fncununati de succes. Insi, au argumentat unii autor, aici se afli i
sldbiciunca ei.

Obiectia lui K. Donnellan este aceca cd inexistenja denotatului unic nu
garantcazd falsitatea propozitici. El considerd ci atunci cind analizdm o propozitie
de forma P((1 v) R(v)) sunt posibile doud citiri ale accsteia: una referentiald §i
una atributiva. Si ludm un excmplu. Presupuncm ¢ am ascultat la radio o piesd
muzicald §i cd afirmim:

(20.17) Autorul accstei piese muzicale este genial.

Potrivit citirii referengiale, sensul lui (20.17) este urmdtorul:

(20.17.1) Existd un unic individ care este autor al acestei piese muzicale
§i care estc genial.

Formal, avem, ca in obignuita transcriere russelliand:

2017.1) @A v) (VY v) (P(V) © v =v) - G(V)

Prin (20.17.1) este selectat un individ (pe care il denotd descripjia) si i se atribuie
acestuia o proprietate. Potrivit citirii atributive, sensul propozitiei noastre iniiale
¢ insd cu totul altul:

(20.17.2) Acel individ care este autor al acestei piese muzicale, oricare ar
fi el, este genial.
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Formal, aceastd propozijie se transcrie cu totul altfel:

(20.17.2)Y (V. v) ((V ¥) (P(V) & v = v) o G(v)

Dacd in citirea referenjiald ne interesa sd determindm obiectul care e denotatul
(unic) al descriptiei, in cea atributivd acest lucru nu ne mai intereseaza. Descriplia
nu e folositd acum pentru a vorbi despre un anumit obiect; mai degrabd accentul
¢ pus pe caracteristica avutd de acel obiect care se intdmpld si fie denotatul
descriptiei. Sa presupunem cd, asculténd piesa muzicald, am recunoscut autorul
oi - pe J. S. Bach, de pildd. Cind am afirmat pe (20.17) eu ma refercam la
1. 8. Bach, i despre el comunicam ceva; propozifia trebuie luatd deci ca exprimand
aceeasi judecatd ca gi (20.17.1). Dar sd zicem c¢d nu am recunoscut cine € autorul
acelei tucrfiri, Cind am afirmat pe (20.17) nu aveam prin urmare in vedere nici
un individ anume, Spuneam insd cd el trebuic sd fie genial, dat fiind cd acea
lucrare avea caracteristicile pe care tocmai le remarcasem. Prin urmare, prin
afirmatia mea voiam s zic c3 autorul acelei lucrari — oricare ar fi el — in virtutea
faptului cd lucrarea are anumite caracteristici — € genial. Propozitia (20.17) va
exprima acecagi judecatd ca si (20.17.2).

Acum s2 presupunem ci ntr-un model M descriptia (1 v) R (v) nu are nici
un denotat. Propozitia P( (1 v) R (v)) va fi falsd in M, potrivil citiri referengiale.
Dar nu s¢ intAmpld acelagi lucru potrivit citirii atributive: imr-adevir, cind
intr-un model M predicatul P nu e satisfdcut unic, propozijia (20.17.2") devine
adevaratd in M.

P. F. Strawson a formulat o alti obieciie la adresa strategiei lui B. Russell
de analizd a descriptiilor. Atunci cind analizdm o propozitie precum

(20.18) Inijiatorul perestroicii este chel.
tn:

(20.18.1) Exista un singur individ care a inifiat perestroica si care esic chel.
cxistenta acelui singur individ care are proprietatca de a fi inifiat perestroica este
afirmatd. Dar, considerd Strawson, acest lucru nu e ceva cuprins in propozijia
noastri: mai degrabi el este presupus de citre ea. Cind cerem cuiva: ,,Inchide
fercastra!™, presupunem ci fereastra esic deschisd, dar nu §i afirmiim accst iucru
prin intermediul propozitiei; iar daci presupunerea nu e indeplinitd, atunci cererea
dc a inchide fercastra cste fird sens. Analog, exisienja unui unic denotat al
descriplici este 0 condilie pentru ca propozifia si fic adevirat3 sau fals¥; dar daci
presupozijia aceasta nu este implinitd, propozifia nu va fi nici adevirati, nici falsj.

Potrivit lui Sirawson (si spre deosebire de Frage ori Russell) teza (i) nu este
valabild; uncle propozifii pot si nu aibi valoare de adevir — anume, atunci cind
presupozifiile lor nu sunt indeplinite. Bun#oar, propozijia (20.12): Regele de
astéizi al Franiei este chel nu e nici adevidratd si nici fals; astfel e §i propozifia
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{20.16): Regele de astizi al Franiei nu este chel — ¢la In ambele presupozijia
exisienjei unej singure persoane care esie rege al Franjei nu este satisficuid.



§ 21. Existenta

in paragraful anterior am fmédlnit deja unele dificuttéli ce apar atunci ¢énd
viem si mancyrim fenneni singulari care nu au denciat. Acolo am cercelat
diferitele strategii propuse In cazul in care lermenii singulari considerapi ¢rau
descrip(ii definite; dar nu am abordat §i cazul in care era vorba de nume proprii;
mai mult, nici in cazul descriptiilor nu am incercat s3 vedem ce se intimpld cu
atimaliile (sau negajiile) de existenfi. 83 ludim cileva exemple:

{Z1.1.1) Regele de aseizi al Franiel existl,

(21.1.2) Regele de astdzi al Franjel nu existd.

(21.1.3) Pegas existd,

(21.1.4) Pegas nu exasid

{21.1.5) Tigrii bengalezi exisid.

(21.1.6) Tigrii bengalezi mu existd.

O primi sugestie ar i wmiitoarea: sh se traleze aceste propozifi ca analoge
propozipilor predicative; cele afimative, de pildd, ar urma s fie ralate tot aga
precam, 53 zicem:

(21.2.1) Regele de astdzi al Franiei este chel,

ESpecliv

(21,2.3) Pegas este cal inaripat

(21.2.5) Tigrii bengalezi sunt camivor,

Inierpretarca ar [ deci wrmitoarea: cind afirmiim ¢4 ceva exisid, §i aribuim
0 propriclate — existen(a; ¢ind nepam ci ceva existd, respingem ci are proprictatea
existengel, Dac notam cu {0 v} R{v)"* descripgia ,.repele de astlzl al Frange®,
cu .o numele ,,Pegas”, cu & predicatu} , igru”, cu G predicatul |, bengalez”,
iar co A predicaiul existenlei, propozifiile (21,1} se vor formmaliza ca:

(2117 H((} v) RO

(21.1.27) - H{(] ¥) R(¥D

(21.1.37) H(c)

(21.147) - H(c)

QLLS) (VY ») ((F() - Gl — H )

(21167 — (¥ ¥) (F(v) - GOW) — H ()

(In cazul celei de a doua §i &t celei de-a gasclea propozitii pulem produce, desigur,
doud formalizan, dupd cum interpretim negagia ca aplicindu-se inlregii proposigi
sau numai predicatului). Din nefericire Tnsd, aceastd ncercare duce 1a dificultai
De pildi, din (21.1.47) si din lepea logicd
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o) = 3 v) o)
obfinem propoziia:

(21.3) (3 v) — H(v)
carc se citegle: cxistd ceva care nu existd — ceca ce desigur cd, in afard de
meinongieni, puini dintre noi suntem tentafi si admitem. Dar sd ne aplecdm
asupra ultimelor doud propozitii. Dacl interpretdm negatia ca aplicindu-se intregii
propozilii, ca fn (21.1.67), atunci din (21.1.67) se poate deduce cu ugurin (21.5)
— ceea ce nu e prea de dorit. Dacll ins#l interpretdm negatia ca aplicindu-sc doar
predicatului, vom obtine drept formalizare a lui (21.1.6) pe

(21.1.6") (V v) ((F(v) - G()) = ~ H())

Necazul este cif, dacl nu existd tigri bengalezi, atunci atit (21.1.57) cit i (21.1.67)
ar fi adevidrate, clici antecedentul e mereu fals; insd tocmai acest lucru nu vrem
si s¢ intdmple. Dacll, mai departe, am incerca sd formalizim pe (21.1.5) ca:

21.157) 3 v) (F(v) - G(v) - HW))
iar pe (21.1.6) ca

(21.1.67) 3 v) (F(v) + G(v) - — H(W)
atunci din ambele se deduce cd) (3 v) (F(v) - G(v) - existd tigri bengalezi — adicl
tocmai ceca ce (21.1.6) neagi.

Aceste dificultdfi sugereazd cd nu putem produce formalizarca in logica de
ordinul intdi a predicatelor a aserjiunilor existenjiale fntr-un mod atdt dGe direct.
Existen{a nu pare s fic recuperabiil ca predicat. S8 ludm si urmdtoarea propozitie:

(21.4) Tigri bengalczi sunt rar,

#ici aceasta, evident, nu poate fi formalizatd ca o propozitic predicativi:
(21.4) nu afinn#l ¢i o propriclate — raritatca — se aplici ficcarui ugn: bengalez.,
La fel ca raritates, au sugerat unii filozofi, exisicnia nu cste o proprictate a
chicciclor individuale. G. Frege i B, Russel! au admis acest lucru: potrivit lor,
existen{a spunc ceva nu despre obiecie, ci despre proprictéfile acestora. De pilds,
propozijia (21.1.5) spunc ci proprictatea de a fi tigru bengalez ¢ astfel Incéit e
satisficutd de cel pujin un obicct, Dar a fi satisficut de cel pufin un obicct e
0 proprictate a unei propricti{i, nu a4 unui obiect, tot asa cum a fi rar nu ¢ 0
propriciate a fiecdrui tigru bengalez, ¢i a colecici lor. Dupd Frege, aserjiunile
existenfiale sunt numerice. De pildd, si ludm propozifia:

(21.5.1) Exist3d doi studenti in clasi.

Desi ,,doi* e un adjectiv atagat predicatului ,,student”, nu putem formaliza
pe (21.5.1) ca:

21.5.17) 3 v) (Fv) - Gv)
unde ,,F* std pentru ,,doi", iar ,,G* pentru . student in clas3”. Clci despre nici
un om nu putem spunc cd are proprietatca de a fi ,,doi”. Mai degrabd, ,,G* spune
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ceva despre multimea studentilor din clasd, anume cd ea cuprinde doi membri.
Fie propozitia:

(21.5.2) Existi cel putin doi studengi in clasd.

Daci notim cu ,F* predicatul ,student in clasi”, (21.5.2) se formalizeazd
usor ca:

2152 3 v 3 V) FW - FOv) - vzv)

Pe de altd parte, propozitia

(21.5.3) Existi cel mult doi studenti in clas# se poate formaliza astfel: daci
gisim trei oameni, care sunt studenfi in clasi, atunci am numdrat unul de doul
ori. Adicd:

QR153YW(VVWVVINVVYEEW) - FO)-Fv)—»v=v'vvi=v vy =y7)
Acum propozitia (21.5.1) spune de fapt ci:

(21.5.4) Exact doi studenti sunt fn clasi,
ceea cc s¢ formalizeazi, desigur, prin conjunctia lui (21.5.27) ¢i (21.5.3"). Si
trecem acum la (21.1.5). Ea spune, de fapt, ci

(21.5.5) Existd cel putin un tigru bengalez.

Aceasta se formalizeazi ugor ca:

(2155 @ v) (F®) - GW)
unde, ca mai sus, ,,F* std pentru ,tigru®, iar ,,G* pentru ,,bengalez”. Cuantifi-
catorul existential spune ci cele doudl predicate au in comun ceva: faptul ci sunt
satisficute dcodatd de cel pugin un obiect. Agadar, cuantificatorul transmite o
informatie despre predicate (§i despre proprietitile corespunzitoare lor). De pildi,
formalizind propozifia

(21.5.6) Existd cel pufin un student in clasi
ca

(21.5.6") 3 v) (F(v)
cuantificatorul spune ci predicatul ,,F** are proprictatea de a fi satisficut de cel
pujin un obiect. ;

Daci nsd incercim si aplicim aceastd strategie propozitiei (21.1.3): Pegas
existd (ori Iui 21.1.4), nu vom reugi. Acest fapt I-a ficut pe Frege si declare ci
(21.1.3) §i (21.1.4) sunt firi sens: existen{a nu se poate cupla cu numele proprii.
Si observdm inci un lucru. Fie numele propriu ,,Dumnezeu®; si punem ,,¢* pentru
acest nume. Potrivit legilor identitdfii, avem

(21.1.6) ¢ = c.

Dar de aici decurge, tn logica de ordinul fnti:

21.6.1) @ v (v=2o¢)
care spune cd existd ceva care este Dumnezeu — sau, mai pe scunt, ci Dumnezeu
existd. De buni seami ci o atare procedur atit de simpli de a demonstira existenta
lui Dumnezeu ar stdmi invidia chiar §i a sus{initorilor argumentului ontologic.

182




Cea mai ugoard cale de a bloca concluzia (21.6.1) ¢ aceca de a nega, in stil
russcllian, ¢ ,,Dumnezeu* este nume propriu — $i, deci, ¢d in limbajul logicii
de ordinul intdi ii corespunde o constantd individuald; ,,Dumnezcu® ar fi, de fapt,
o descripfic deghizatd, de forma (1 v) (v) (acel v care este dumnezeu; am scris
Ldumnezeu* 1ard majusculd, tocmai pentru a indica faptul cd aici aceastd expresie
cste predicativd). Atunci (21.6.1) e de fapt
(21.6.2) 3 v) (v = v) D(r)
Potrivit teorici descriptiilor a lui Russell, (21.6.1) se analizeazd in

2163 @MV VIDPE)Yee VvV =v-@v)E =)
Or, aceastd ultimd expresic de bund seamad cd nu e lege logicd si deci nu poate
fi dedusd din (1 v) D(v) = (I v) D(v)

In paragraful anterior am vizut c¢i B. Russcll a conchis din faptul ci unii
termeni singulari nu au denotat c3, de fapt, acestia nu sunt termeni. Descripiiile
sanl numai aparcnt constituen(i veritabili ai propoziiilor; analizind aceste propozifii,
objincm expresii in care descriptiilc nu mai apar. La fel sc intimpld §i cu acele
propozijii in care apar nume proprii, de cxemplu cu

(21.7.1) Pegas este cal cu aripi.

Aici ,,Pegas™ e numai aparent un nume propriu; in realitate, el e o descripjie
deghizatd. S3 considerdm §i urmitorul ragionament:

{21.8) Tudor Arghezi este Ion Tecodorescu.

Andrei stic ¢d Tudor Arghezi este Tudor Arghezi,

Andrei stie ¢ Tudor Arghezi este lon Tcodorescu.

Rajioramentul (21.8) este invalid: el aratd ¢d nu putem substitui in contextul
LwAndrei gtie cd™ doi termeni coexiensivi, in tradifia russeliiani, reacjia naturali
va fi acecea de a nega ¢l ,, Tudor Arghezi® i ,fon Teodorescu® sunt de fapt nume.
Dificultatea care apare aici — §i care ne solicitd sd neglim caracterul de a fi termen
al unci expresii ~ nu ¢ lipsa denotatului, ci cocxtensivitatea. Or, cum avem foarie
pulina garanjic ¢a o cxpresie care gramatical are forma unui nume propriu scapd
celor doudl defecte, simjim foarte puternic presiunea de a sustine cd nici 0 expresie
a limbii naturale (a limbii romdnc in particular) poate fi redatd ca o constania
intr-un limbaj de ordinul intdi. Quine a cedat acestci presiuni. Dupd cl, toate
propozitiile in care apar nume proprii trebuie analizaic dupd calapodul celor ce
contin descriptii. Sa luim, buniloard, propozifia (21.7.1): Pegas este cal cu anpi.
Dupid Quine, expresia ,,Pegas™ ¢ in realitate o descripiie: ,,acel v care pegasi-
zeazd™; prin urmare (21.7.1) se poatc formaliza ca:

(RL.7.17 € v) P(v)

Sa notdm ¢d strategia i Quine depinde de ipoteza €A pentiu orice nume se
poate gdsi 0 expresie predicativa care selectearzd unic referentul sdu. S. A. Kripke
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a argumentat ins3 cu deosebitd for{d impotriva acestei ipoteze: dupi el, numele
nu pot fi inlocuite cu descripfii sau cu m3nunchiuri de descriptii. Dar chiar daci
s-ar depisi aceastd obiecfie, riméne incd o dificultate. Intuitiv, noi considerim
cd propozifia (21.7.1) este adevdratd, in timp ce

(21.7.2) Pegas este crocodil.

e falsd. Or, potrivit strategiei lui Quine, (21.7.2) se poate formaliza ca

(21.7.27) K((} v) P(»))

Analizdnd propozitiile (21.7.1°) si (21.7.27), vedem c3 amindoud sunt false
— ceea ce sigur ci nu corespunde intentiilor noastre.

Dificultdfi precum ccle menfionate aici pun o problemi gravi in fata incercirii
de a formaliza propozitiile §i rafionamentele din limba naturald fn limbaje de
ordinul intdi. At4t fn limba romén¥ cit si in limbajele de ordinul intdi exist}
termeni singulari; dar, cum am vizut, nu putem pune cu ugurin{ in corespondent
aceste categorii de expresii. Reaciiile filosofilor in fafa unei astfel de situaii pot
fi foarte diverse. Ele constau fn acomodarca filosofiei lor a limbajului 1a dificult¥jile
de felul celor mentionate. La o extremi se plaseazi cei ce adoptd o perspectivil
»pragmatici" fajf de chestiunea reprezentdrii termenilor singulari din limbile
naturale in limbajele de ordinul fntéi; la ccalaltd extremi se agazd filosofii care
sus{in un punct de vedere ,,metafizic".

Pentru acestia din urmi, ¢ in afard de orice indoiald faptul ci in limbile
naturale existd termeni singulari carc se intdmpld s¥ nu denote. Ins¥ aceastd
imprejurare are semnificafie logicl: clici termenii singulari din limba naturalf sunt
termeni care ndzuie s3 denote un obicct (chiar dacd uneori fncercarea e lipsit8
de succes). Ca unmare, ,,Pegas” e tot atit de mult un termen singular cum sunt
»3* or ,,Bill Clinton*, iar ,,pitratul rotund“, ,regele de astdzi al Frantei* sumt
tot atét de mult termeni singulari cét §i ,,primul presedinte al U.R.S.8.. Dificultfile
menjionate sugereazd aliceva: cl limbajcle de ordinul intdi nu pot da o repre-
zentare corespunzitoare a structurii limbilor naturale atita vreme cét nu pot
acomoda termeni singulari nedenotativi.

Pentru filosofii cu un temperament mai ,,pragmatic”, problema se pune
altfel: chestiunea existentel termenilor singulari nedenotativi in limba naturald
le apare ca total irelevantd. Cici, fie ci ci existd, fie ci nu existd, de mulie or
noi folosim diverse expresii ca termeni singulari far} s ne intereseze dacy ei
denotd ceva; uneori folosim aceste expresii tocmai pentru a decide fn acest sens
(de pilda, cind vrem s& probdm c¥ Dumnezeu existd). Ceea ce conteazi e altceva:
ca limbajele formale pe care le folosim sd dea scamd de acesle situagii.

Ambele aceste reaciii pun in disculie capacitatea logicii de ordinul Tniéi de
a face fa{d situatiei §i par s¥ susfind ci admiterca unei logici depinde de capa-
citatea ei de a oferi solufiile ciutate (chiar dacl, pentru accasta, s-ar sacrifica
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ceringa de a fi de ordinul intdi). Logicianul §i filosoful atagat logicii standard
va ciiula si reziste insi acestui diagnostic. Strategia sa va fi urm#toarea: maj intai,
el va incerca si producl o descriere cit mai precisi a problemci; apoi, el va ciuta
s producd unclte i cli de a scdpa din chingile care par s3-1 sugrume.

Problema — sc va putea argumenta — este ci relativ la limbajele de ordinul
intdi noi admilem urmitoarele doull teze care insd par incompatibile:

a) existd termeni singulari nedenotativi;

b) cuantificatorii sunt interpretaji referengial.

Logicianul care nu vrea si renunie la logica de ordinul intdi are la dispozijie
doul clii: s ncge fie prima fie cea de a doua tezd. in primul caz el are la indemini
iarisi doudl .optiuni: :

a,) s considere c# tofi termenii singulari sunt denotativi;

a,) s nege cd existd termeni singulari.

Prima opjiune, cum am vizut in paragraful anterior, a fost exploratd de Frege
si Meinong. Cea de-a doua este cea a lui Russell-Quine. Améindoud sufery insa
de un defect: nu par si dea seami de ceea ce se intdmpld in limbile naturale:
faptul c3-existd realmente termeni singulari nedenotativi (cum susjine adeptul
perspectivei ,,metafizice™), ori faptul ci fn multe contexie existenia denotatuiui
nu are o importan{d cruciald (cum susfine adeptul perspectivei ,,pragmatice” ci
se intdmpla fn limba naturald).

Cea de-a doua cale — negarea tezei (b) — a plirut multora ca exirem de
promititoare. S vedem in ce constd interpretarea refcrenfiald a cuantificaiorilor.
Vom lua ca exemplu cuantificatorul existenfial. Fie ¢ un predicat cu ¢ singurd
variabild liberit v. Conform definigiei (i1.3) i teoremei (11.8) {(ea se aplicd fiindcit
(1 v) v e o propozilie) si {indnd cont de faptul ci (3 v) ¢ este 0 prescurtare pentru
— (V¥ v) -, inscamind c intr-un model M avem M |= (3 v) ¢ ddacy exisill un
obiect x in domeniul A al lui M astfel incdt M I= ¢((x)), cu alte cuvinte ddaci
existd un obiect care satisface pe ¢. Cum ne amintim, definifia (11.3) a fost
construild tocmai pentru a ne asigura de faptu! cd satisfaccrea unei expresii
precum (3 v) @ in M nu depinde de faptul daci existd un nume in L pentras fiecare
obicct x din domeniul lui M. Adevirul lui (3 v) @ depinde de faptul ci existd
un obicct in domeniu care satisface pe ¢, nu de caracteristicile lui L (de faptul
cd obicctele din domeniu au nume), Aceasta este interpretarea referengiald a cuan-
tificatorilor.

Respingerea acestei interpretdri a dat nagicre aga-numitei interpretdri
substitugionale a cuantificatorilor. Ideea intuitivll care st in spatele acesteia e
accea ci

(i) (V v) ¢ este adeviiratd ddacd pentru orice termen ¢ al limbajului L ¢(f)
cste adevidratd;
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—

(i) (3 v)@ este adevirald ddacd existd un termen ¢ al limbajului L astfel incét
¢(0) este adeviratl.

Este evident c, dat fiind un model M, interpretarea substitujionali coincide
cu cea referentgiald atunci cdnd urmitoarele doud conditii sunt indeplinite:

1) orice obiect din domeniu este denotat de un termen.

2) orice termen denotd ceva.

Stim ci cele doul conditii nu sunt adesea implinite: cum am vizut, nu orice
numir real are un nume; iar, pe de altd parte, ,,Pagas* nu denotd nimic. Dar se
poate proceda in felul ummitor (aceasta e o varianti a modelelor Henkin
definite in § 13). Fie un model M cel mult numirabil. Adfugidm limbajului L
o mul{ime C infinit num3rabild de constante individuale c¢ $i definim funcfia de
interpretarc astfel incit: a) numai expresiile din C sunt tratate drept constante
individuale (celelalte constante care, eventual, apdreau in L sunt luate ca descripiii);
b) I(C) e definitd pe domeniul A al lui M. Vom spune ci / este o interpretare
cuantificational substitutionald a lui L in modelul M.

E interesant s notdm c3 sub o astfel de interpretare avem:

(21.8) M nu este model pentru muljimea { — (V v)o, @(v/c), @(v/c,) ... }
unde ¢, ¢, ... sunt toate constantele din C.

Daci insd avem o interpretare referentiald a cuantificatorilor, este posibil ca
M sd fie model pentru aceastd mulgime; intr-adevdr, dacd / e definit} astfel fncat
I(C) e strict inclusd in A, atunci e posibil ca pentru tofi ¢ € C s avem ¢(c),
chiar dacd (V v)¢ (v) e falsd in M. Acest rezultat sugereazii c¥ interpretirile
substitujionald gi referentiald a cuantificatorilor sunt diferite. Dar dacli ¢ aga,
inscamnd c3 logicianul care urmeaz3 calea a doua — aceea de a respinge inter-
pretarea referenfiald a cuantificatorilor in vederea ocolirii conflictului cu teza
existeniei termenilor nedenotativi — nu are prea mari ganse sd-gi indeplineasci
obiectivul. Totusi, lucrurile nu stau atdt de riu. Se poate arita ci cele dould
interpretdri coincid fn cazul propozitiilor: -

(21.9) Dacd £ e o muljime de propozifii, iar 6 o propozijie, atunci;
2 |= ¢ ddaci orice interpretare cuantificagional substitujionald care satisface
propozitiile din ¥ satisface de asemenea pe ©.

Desigur cd in definitia relatiei = (definitd in § 13) intervine ideea de interpretare
cuantificajional referenfiald; sensul ei este: orice interpretare cuantificafional
referengiald care satisface pe L satisface si pe @.

Demonstratie. Suficien{a este triviald, fiindc3, aga cum am definit interpretirile
cuantificajional substantionale, ele sunt o subclasi a celor cuantificafional
refcrentiale. S4 dovedim deci necesitatea. Pentru aceasta, vom ar#ta ci dacll nu
are loc relagia X I= ¢, atunci existd o interpretare cuantificational substitufionald
care satisface pe X, dar nu §i pc ¢. Si presupunem, intr-adevir, cd X |= ¢ nu
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are loc. Atunci muljimea X U {—p} este consistentd i, deci, are un model. Potrivit
teoremei descendente Léwenheim-Skolem, existd un model numirabil M in care
sunt adeviirate toate propozitiile din £ U {- @}. Acum putem construi o inter-
pretare / substitutionald a lui L U C in M. Evident, intrucit elementele mulfimii
¥ {~ ¢} sunt propozifii, aceastd mul{ime e satisficutd in M sub /, q.e.d.

Adopténd interpretarea substitutionald, trebuie modificatd definitia (13.3) a
rclagiei de satisfacere. Dacd suntem insd inclinafi sd pastrdm aceastd definigie,
atunci va trebui si destelenim altd cale de a rispunde dificultdfilor de felul celor
mengtonate mai sus. Adeptii logicii libere (,libere® de supoziiii existentiale)
sugereazi ci putem pistra injelegerea referentiald a cuantificatorilor, impreuni cu
ideea clii existd termeni singulari denotativi. Desigur insd c3 ceva trebuie totugi
schimbat, Ei propun s& modificdm condifiile in care suntem indreptifiti s3 afirmdm
o propozitie cuantificatd. Ei resping urmdtoarele doud teze logice:

(21.10.1) o(® — 3 v) o)

(21.10.2) (V v) o(v) = (/)
ta gi regula

(21.104) o(v) / (V v) ¢(v)

Odati ce proceddm asa, renunjdm la insugi nucleul logicii de ordinul intdi.
Problema logicianului liber e aceea de a elabora aceastd idee in chip satisficdtor
alat semantic cit si sintactic. Vom incepe cu aspectul sintactic. Intuigia logicia-
nului liber e aceea cll in (21.10) nu putem trece de la antecedent la consecvent
dach termenul 7 nu este denotativ; agadar, potrivit lui expresiile (21.1G} devin
sdmisibile numai dacd in antecedent punem 0 condifie care si exprime aceasil
caracteristici a lui £, Sd vedem cum procedeazd el. S# observim cd fn logica
siandard e lege expresia:

RLID (=D >3 vwv=2
{conform schemei axiomatice (21,10.1)); cum amecedentui este lege, se deduce
consecventul (expresia (21.6.1)). in jogica iiberd insd, dat fiind ci (21.10.1) nu
mai ¢ admis3, inseamnd ci nu este lege logici (21.6.1): @ v)v = ). Cum am
vizut, sensul acestei expresii este {adoptdnd interpretarea referenfiald a cuanti-
ficatorilor!) urmitorul: existd un obiect care este denotajia lui t. Asadar, {21.6.1):
(3 v)(v = £) spune ci t este un termen denotativ — ceea ce e tocmai condifia clutatd.
S4 definim predicatul E (al existentei) in felul urmitor:

E(t) =df. @ vv =1
Acum, pistrind interpretarca referentiald a cuantificatorilor §i putinia de a defini
cuantificatorul existential prin cel universal ((3 v) ca prescurtare pentru — (V' v)-),
expresiile (21.10) vor fi inlocuite cu:

(21.12.1) (9(n) - E(®)) > 3 v) o(v)

(21.12.2) ((V v) o(v) - E(®)) — o)
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(Exercifiu: si se arate ci (21.12.2) se obfine din (21.12.1)). De asemenea,
regula

QLI3) y = o) / y = (Y v) ¢@/v)

(unde ¢ nu apare in y — (V v) ¢(/v) e inlocuitd cu:

QLI y o (EQ > o)/ vy o (Vv o)

(unde iardyi ¢ nu apare in y — (¥ v) ¢(¢/v) ). Se observi ugor ¢l in logica liberd
nu putem proba, de pildd, ¢8 Dumnezeu existd din aceea ¢i Dumnezeu este
identic cu Dumnezeu. Cici pentru aceasta avem nevoie de o premisd suplimentari
((3 v(v = Dumnczeu)) ~ adicd de exact ceca ce vrem si demonstrim.

S4 mai observiim urmdtorul lucru: dacl in (21.13) s¢ ia y ca mul{imea vid,
atunci oblinem regula (21.10.4), care am vazut ¢ nu este admisd in logica liberd.
In accastd logici este admisa insi regula

(21.147) (E(0) — oY v) ¢ (V)

Ea provine din 21.14) lulnd pc y ca vidi.

Una dintre cele mai importante legi logice care pot fi demonstrate in logica
liberd este urmitoarea:

2115.1)) vYv) @ V) =v)

Demonstratie. Expresia de mai jos este o tautologie:

@ @vypv=D-> @vY(v =2
in acelagi timp, (i) estc o instanjd a premisei regulii (21.14) (in care ludm pe
y ca ¢ ). Aplicind aceastd reguld, objinem imediat pe (21.15.1), q.e.d.

Si observim acum ci o subformuli a lui (21.15.1), anume (3 v°) (v = v)
este, potrivit definijiei lui E, E(v). Atunci expresia noastrd este echivalentd cu

(21.15.2) (V v) E(v)
Am putea si citim expresia aceasta ca: orice existd. Aceasta corespunde cu
interpretarea datd de Quine cuantificatorului existential. La intrebarea: ce exist4?
Quinc crede ci rispunsul esie foarte simplu: totul. A fi, aratd el, este a fi valoare
a unei variabile care poate fi legatd. In (21.15.2) variabila legatd este v; existd
orice ¢ valoare a lui v i face adeviiratd expresia ce rezultd din E(v), inlocuind
pc v cu un nume al acelui obiect. Dacll e adevdratd E(t), inseamnd ci obieclul
denotat de¢ ¢ existd.

Pentru a infelege mai bine difcrenja fintre acceptarea lui (21.10.2):
(V v) o(v) > ¢v/t) (legea specificidri) §i acceptarea lui (21.12.2):
((V v) @(v) - E(1)) = o(vi1) (legea restrinsd a specificdnii) si notim mai fntdi c3
in a doua expresie conditia suplimentard — echivalentd cu (3 v)(v" = 1) — poate
fi cititd in mod legitim ca afirmind c¥ ¢ denotd o valoare a unei variabile legale
(v"), sau, mai simplu (via dictum-ului lui Quine), cd tcrmenul ¢ denotd. Prin
urmare, spre deosebire de legea nerestrnsd a specificdni, legea (21.12.2) nu

spune nimic despre termenii nedenotativi; ea spune doar ceca ce putem face
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atunci cand tcrmenii denotd. Din acest motiv, ea nu poate fi folositd pentru a
deriva din propozitia

(21.16.1) Nimic (existent) nu e cal cu aripi.
propozitia

(21.16.2) Pegas nu este cal cu aripi.
fnsd poate fi folosita pentru a deriva din (21.16.1) si

(21.16.3) Buccphal existd.
propozilia

(21.16.4) Bucephal nu este cal cu aripi.

Prin urmare, potrivit logicii libere nu putem deduce din afirmafii universale
decht afirmatii despre obiectele existente. Totusi, cum vom vedea imediat atunci
cand vom aborda aspectul semantic, in logica liberd putem fi de acord ci propozitia
(21.16.2) e falsd, dar putem admite in acelasi timp ci propozifia

© (21.16.5) Pegas nu este crocodil.
¢ adeviratd. Tot ceea ce s-a dovedit aici este ¢l legea restrinsi a specificirii nu
poate fi folositd pentru a deriva pe (21.16.2) din (21.16.1).

In sfarsit, si notim ci in cele de mai sus am folosit in chip esential iden-
titatca. Relatia de identitate a fost tratatd in capitolul anterior ca avind o naturl
logicd; pe de altd parte, al doilea ingredient folosit pentru a defini pe E este
cuantificatorul existengial, aplicat unei variabile. i acesta a fost tratat ca {indnd
nu de limbajul de formalizat, ci de instrumentele logice folosite pentru a for-
maliza un limbaj. Existenta ¢ construitd, prin urmare, ca un predicat care presupune
doar logica — nu e deci un predicat al unui limbaj, aldturi de celelalte predicate.

Daci insi logica folosit3 ar fi mai slabd (de pildd, nu ar confine identitatea)
§i nu am putea construi predicatul £ ca mai sus, cum s-ar putea proceda? Desigur
¢4 am putea lua predicatul £ ca primitiv §i am putea stipula pe (21.12) i (21.14).
S4 numim CCLE (calculul cuantificajional liber cu predicatul £) logica ce rezulti
astfel. Ceea ce se poate ardta (rezultatul a fost probat de Meyer i Lambert) este
ci CCLE poate fi tratatd ca o logic3 cu cuantificatori restréngi.

Fie, intr-adevir, un limbaj L in care existd un predicat E. Presupunem ca
in formalizarca lui L am folosit doar concctivele logice — §i — §i cuantificalorul
V (celelalte conective logice, precum §i cuantificatorul 3 se pot defini ca de
obicei). Fie acum un limbaj L” = L U {Q]}, unde Q este un predicat unar.

Vom defini o traducere* a formulelor lui L in cele ale lui L” in felul urmitor:

(i) P, ... t)* = P(1, .. t)

(1) E(n* = Q1)

(i) (- @)* = ~ (¢%)

v) (p = y)* = o* — y*

V) ((V v)@)* = (Y v)QK) — ¢%)
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Meyer ¢i Lambert au demonstrat ci:

(21.17) O oropozitie ¢ a lui L este tcoremd a CCLE ddacd propozijia ¢*
(a lvi L") e o tcoremd a logicii de ordinul intéi.

Demonstratie. Suficien{a ¢ triviald: trebuie arfitat doar ¢J traducerca oricirei
axiome a lui CCLE este o teoremd a logicii de ordinul intd §i cd, dacd ¢* si
(¢ — y)* sunt tcoremue ale logicii de ordinul intdi, aunci gi y* e teoremd a logicii
de ordinul intdi.

Necesitatca ¢ mai complicatd. Accasta pentru cd, desigur, logica de ordinul
intdi parc mai putemnici decit logica liberd — si deci nu e trivial faptul ci logica
de ordinul fntdi nu permite s demonstrdm mai mulie tcoreme decit ne permite
cca liberd. Demonstrajia curge astfel: pentru orice propozitie ¢* a lui L, sd
construim 0 propozifie ¢* substituind in ¢@* pe Q cu E.

Lema 1: @* este o tcoremd a logicii de oruinul intdl ddacad @* este o teoremi
a logicii de ordinul intéi.

Lema 2. In CCLE e eoremi:

(V wWWEW) — y) & (V vy

Lema 1 este evidenid. S3 trecem la lema 2. Avem

(1) (V WEW) - y) - (Y MEWM — (V v)y) (teoremd in CCLE )
(i) (VV)E(v) — ((V vXE(W) — ) — (V v)y) (din (i), prin logica propozitiilor)
(1ii), (V vy £ (eoremdl in CCLE)
(iv) (V v)(E(v) o ) o y(v/i) (din (ii) i (ii1) prin regula detay3rii)
) ((V vy y(v) - E() — y(v/t) (instan{d a lui (21.12.2)
(Vi) ((V vyw(v) - E@)) - E()) — w(v/r)  (din (v}, prin logica propozitiilor)

(vii) (V' v) w(v) = (E@) = (E@) - w(v/0)) (din (vi), prin logica propoviiilor)

(viii) (V v) y(v) > (V v)(E(V) = y(v)) (din vii), prin (21.14)

(ix) (VY wXE(v) — w) &> (VY v) v (din (iv) §i (viii) g.c.d.

Din cea de-a dova lemdl decurge ca in CCLE ¢ si ¢*~ sunt echivalente
(pentru cazul ¢and @ cste (V v) @, apelidim la lema 2; in celelulte cazuri, rezultatul
cste imediat). Dar atunci ceea ce ne rdmine ¢ s ardtim ¢d @** ¢ demonstrabila
in CCLE ddacd @** ¢ demonstrabild in logica de ordinul intdi. Suficienfa ¢ste
triviald. Rdmdane doar s sc araie ¢d necesilatca are loc, adicl:

Lema 3. Dacd @*~ e demonstrabild in logica de ordinul intdi, atunci ca e
demonstrabild in CCLE.

Dificultatea se observd ugor ¢d apare atunci cnd ¢** a fost demonstratd in
logica de ordinul intdi folosind legea specificdrii. Dar, prin inducfic asupra
demonstragici, putem ardta c3 toate instanjele de folosire ale acestei legi sunt de
asemenca instanje de folosire a schemei mai slabce:

V WEW) - y) - (E1) - y/t)
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care se poate demonstra in CCLE. Aceastd inducfie e l¥sald ca cxercijiu
pentru - cititor. X -

$a trecem acum la semantica logicii libere. In semantica logicii de ordinu!
fntdi, determinarea valorii de adevir a unei propozijii precum

{21.18) Socrate este f{ilosof.
fu un model M se ficea, nc amintim, astfel. Mai intdi, se detcrmina domeniul
A al lui M. Muljimea A era domeniul in care variabilele luau valori (acest fapt
cra exprimat, intre altele, in accea ci in definirea relagiei de satisfacere girurile
de obiccte la care se apela erau giruri de obiecte din A). Apoi, se defincau
interpretarea constantei individuale ,,Socrate” in A §i interpretarca predicatului
Jilosof™ in A; in sférsit, se cerceta dacd interpretarea lui ,,Socrate™ era cuprinsa
in intcrpretarea lui | filosof*, adicd daca

ISocrate) € I(filosof) .

In logica liberd aceastd stralegie nu mai poate funciiona, fiinded se poate
hitimpla ca o constantd individuald si nu aibd interpretare in A; intr-un model
n care Socrate nu existd, /(Socrate) nu e definitd. Logicianul clasic avea fn accastl
situatie, asa cum am vizut, mai multe cdi de urmat: a) si exclugd termenii
singulan nedenotativi din clasa acelor expresii pentru care trcbuie datd o inter-
pretare directd (strategia Russell-Quine); b) sd adauge domeniului A noi obiecte
—denotate ale acestor termeni (stratcgia Frege-Mcinong); ¢) s adimita doar modele
in care ,,obiectele* considerate sunt lingvistice ~ termenii ingigi ai iir:.bajului
(striategia substitutionald).

La rindul siu, logicianul liber de asemenea arc mai mulle Gptium. Vol
menticna trei direciii in acest sens.

a) Strategia domeniilor exterioare. Yoi amint aici propuncrea i N, Coc-
chiarella a ,,obiecielor posibile gi reale®. Cocchiareila propuue ca in definirea
modeiului M pentru un limbaj L s8 consideidm nu un singur aomeniu, ci doud
domenii — fie acestea A si A%, unde A” ¢ A. Noutatea constd in noua muijime
{posibil vidd) A°. SA notdm mai Intdi ci predicatcle sunt interpretate fa A (dect
HP"y ¢ A~ Dar A este domeniul cuantificatorilor V gi 3. Acesti cuantificator
au, in logica liberd, un sens existential; obiectele din A” sunt cele reale, cfective.
Fic ¢ un termen. Dac3 in modelul M propozijia

@wv=y
¢ adevdrald, inscamnd ci /(1) € A",

Muljimea A este a obicctelor posibile (chiar dacd nu neapérat reale). Desigur
¢d am putea introduce doi noi cuantificatori —unul universal ,,A* §i unul existengial
.Y —al caror domeniu si fie A. Acesti cuantificatori nu au ins3 un sens existential,
Legea speaficanii e satisficutd de A i V, darnu si de V §i 3, care satisfac numai
Jeges restrinsd a specificdni. Pe de altd parte, evident ¢ avem insi
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(21.19.1) (A V)9 = (V v)o

(21.19.2) (2 v = (V vy

Semantica lui Cocchiarella e diferitd de cea meinongiand. Aceasta pentru ci
in logica liberd a lui Cocchiarella se introduce ideea de cuantificator restrns cu
sens existential, care satisface restricjiile impuse de logica liberd.

Semantica lui Cocchiarella are o serie de avantaje tehnice: mai intéi, ea
permite sd atagdm valori de adevir propozitiilor in care apar termeni singulari
ncdcmonstrativi; apoi, ea € 0 semanticd bivalentd: aceste valori de adevir sunt
adevirul i falsul; in al treilea rind, e posibil s3 se dea 0 demonstrafie de
completitudine pentru logica liberd construitd astfel. in sfargit, aceastd semantici
este intuitiv acceptabild. Dc pild4, in ea se poate construi un model in care
propozitia :

(21.7.1) Pecgas este cal cu aripi.

e adeviratd, In timp ce propozijia

(21. 7 2) Pegas este crocodil.

e falsi. in acelasi timp, din (21.7.1) se poate deduce

Q21717 (V v) C(v)
dar nu gi aserjiunca existentiald

(21.7.17 Y 3 v) Cv)

Dar propunerea scmantici a lui Cocchiarella are §i dezavantaje. E de notat
cd cele mai multe sunt de naturd filosoficd — ea nu satisface optiuni filosofice.
Cea mai importanty, la fel ca §i in cazul strategiei lui Meinong, este aceea ci
¢ neclar statutul elementelor din domeniul exterior A-A°; ce natur¥ au ele? Cum
le putem individua? in al doilea rind, chiar dac statutul obiectelor ,,doar posibile*
ar fi clarificat, riméne problema felului in care in aceastd semantici se face apel
la ele. De pildd, s¥ presupunem c3 in nici un izvor transmis despre Pegas nu e
mentionatd indlfimea acestuia; mulji filosofi, inclusiv Meinong, au admis cd
untle obiecte precum Pegas sunt ,,incomplete”, adici existi proprietdji P astfel
incét cle nu au nici P, nici non-P. De aici ar decurge ci propozitia -

(21.20) Pegas are doi metn inil{ime.
nu ¢ nici adevdratd, nici falsi. Semantica lui Cocchiarella nu admite aceastd
posibilitate. Mai departe, accastd semantici ¢ atagatd unei alte supozitii dubioase:
anume, s3 nc gindim la predicatul ,,mai inalt“. Aceasta e interpretat ca o mulfime
de perechi din A. Dar atunci propozifia:

(21.21) Pegas e mai fnalt decit Bucephal.
va fi adeviratd sau falsd, potrivit acestei semantici. Or, prin ea se compar obiecte

existente cu obiecte inexistente (in M) — ceca ce mulji filosofi nu ar admite.

b) Strategia conventiilor. Ea const4 in urmitoarele (Schock, Burge): functia
1 interpreteazi simbolurile predicative in domeniul A al modelului, in modul
uzual, §i interpreteazd unele conslante individuale (posibil toate, posibil doar
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uncle, posibil nici una) in A. Valorile de adevir pentru propozifiile atomare in
care nu apar constante individuale neinterpretate se determind in modul obignuit;
dar pentru toate propozitiile atomare in care apar astfel de constante se stabilegte
conventional v anumitd valoare de adevir —~ adevirul sau falsul. Apoi, valorile
de adevidr pentru expresiile complexe se stabilesc in mod uzual.

Accasti strategie poate lua doud forme. Cea pozitivd ataseazd tuturor propozigiilor
atomare in care apar constante individuale neinterpretate adevirul; cea negativd
atageazdd tuturor acestor propozifii falsul.

in favoarea primei forme conteazi faptul ci astfel expresia

21.22) c=¢
raméne lege logicd, ceea ce e de dorit. Ea pune sub semnul intrebdrii insd posibilitatea
de a efectua substitufia identicilor. Intr-adevir, si presupunem ci intr-un model
constanta ¢ nu e definitd, dar ¢” e definitd, iar pentru un predicat P avem
Itc’) € I{P). Atunci, cum semantica e pozitivdl, propozitiile

21.231) ¢c = ¢’

1

(21.23.2) P(c)
sunt adevirate. Ins¥, conform conditiilor noastre, propozitia

(21.23.3) P(c’)

e falsi. Insi P(c ") se obtine din P(¢) prin substitufia unor termeni identici: trebuie
s3 conchidem c3 substitufia identicilor e incdlcatd in acest caz.

Semantica negativi pare si aibd mai multe argumente in favoarea sa. Istoric,
ea este in rind cu teoria lui Russell a descripiiilor, care ataga falsul oricérei
propozitii de forma P(( v) R(v)); un alt motiv ¢ste acela ¢ ea face dreptate ideii
ci obiectele inexistente nu pot sta in nici un fel de relajic cu cele existente.
Propozifia (21.21): Pegas e mai fnalt dec2t Bucephal e falsa. fn al treilca rand,
legea substituirii identicilor ¢ pdsiratd etc.

Dar cel putin doud obiecfii pot fi ridicate aici. Mai fntdi, intuitiv nu pare
corct sd considerim ci propozitia

(21.24) Pegas a fost cdlirit de Bellerophon
este falsa in orice model fn care nici ,,Pegas* si nici ,,Bellerophon™ nu au denotat;
dimpotrivd, considerim adeviratd aceastd propozitie in unele modele. Apoi, faptul
cd accastd semanticd este concordantd cu pozitia Jui Russell nu e ncapirat un
argument in favoarea ei. Cici se poate argumenta c3 decizia privind valoarea de
adevir intr-un model a propozifiilor In care apar termeni singulan nedenotativi
(in acel model) nu trebuie fdcutd a priori; mai degrabd, decizia trebuic s [ind
cont de situafia particulard in discufie, de natura problemei: considcrente de
naturd pragmaticd pot fi uneori foarte impontante.

C) Strategia supervaludrilor. Ea a fost introdus de cdue B. van Fraassen.
Si pomim de 12 propozifia
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(21.20) Pegas are doi metri indltime.

Am vizut ci potrivit convenfiei pozitive, ea ¢ adeviratd intr-un model daci
~Pegas* nu denoti (In acel model); potrivit convenfiei negative, ea e falsi
intr-un model dacd ,,Pegas” nu denotd. Pe de altd parte, am mentionat cd s-ar
putea lua aceasty propozitie ca neavand valoare de adevidr. Van Fraassen considers
fnsi cd aceste conventii {in de filosofia limbajului, nu de logicd: logica nu trebuie
s4 incorporeze astfel de presupuneri, oricdt de putemice ar fi rafiunile invocate
in sprijinul lor. Altfel zis, logica trebuie si fie independentd de filosofia limba-
jului. Din punct de vedere logic, crede van Fraassen, nu trebuie s¥ refinem decét
ce au In comun roate aceste conventii: logica vizeazd ,,produsul logic* al tuturor
acestor conveniii.

S# construim acum notiunea de supervaluare ca un astfel de ,,produs logic*.
Fie un model M. Luim o interpretarc [; pe baza ei, se atageazi valori de adevir
in modalitatea uzuald pentru propozitiile atomare in care toti termenii denot;
celor in care apar termeni care, potrivit lui /, nu denotd, li se atribuie, potrivit
unei conventii la alegere, o valoare de adevir. Apoi, in modul uzual, se atribuie
valori de adevidr propozifiilor compusc. S& numim valuare (reladvd la M) o
funciie care atageazd potrivit procedurii descrise mai sus o valoare de adevdr
fiecirei propozitii. O supervaluare (relativi la M) se defineste astfel: ea atageazi
valoare de adevdr unei propozifii dacd roate valudrile atageazi acelei propozitii
valoarea adevir, §i 1i atascaz3 valoarca fals dacd toate valudrile fi atageazd valoarea
fals. Daci acea propozilie primeste valoarea adevér sub unele valudr §i
valoarea fals sub altele, atunci supcrvaluarea nu fi atageazd nici o valoare de
adevir.

Vom observa ci dacd, de exemplu, ,,Pegas* nu denotd, atunci supervaluarea
definitd nu va ataga vreo valoare de adevdr propozifiei

(21.20) Pegas are doi metri indl{ime.

In schimb, ea va ataga adevirul propozitiei

(21.20.1) Pegas are doi metri indlfime sau Pegas nu are doi metri malpme
i falsul propozijiei :

(21.20.2) Pegas are doi metri indl{ime si Pegas nu are doi metri indljime.

Faptul cg intr-o propozitie apare un termen care nu denotd nu conduce direct
la 0 anumit¥ valoare de adevir atasaty ei potrivit supervaluirii; unele propozitii
sunt adevdrate, altele false, altele nu au valoare de adevir.

Dar i aceastd strategie are anumite dezavantaje. Mai intdi, ea nu atageazd
nici 0 valoare de adevir propozitiilor (21.7.1) si (21.7.2) — ceea ce nu pare si
concorde cu intuifiile noastre. Apoi, cum propozifia

=c
nu primegte vreo valoare de adevir dacd ¢ nu denotd, legea substituirii identicilor
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cade. In al treiles rdnd, solufia lui van Fraassen pare mai degrabd un deics ex
maciunag pertin 2 rezeiva problemele acolo unde nu avem criterii de a alege imre
zitemunve; de pildd, in dezvoltarea metodei van Fraassen introduce restrictii in:
definirca vaiadrilor care sunt motivate doar tehnic' (= permit obfincrea unor
rezultate tehnice intcresante), dar care nu au §i 0 molivatic teoretica.

§ 22. Exercitit

1. Demonstrafi in SA ieoremele 7, — I
2. Insilogistici se deosebesc patru figusi, Gupl pozijia pe care 0 are ,,icimenul
mcdia' o premise. Ele sunt urmitoarele:

M-P P-M M-P P-M
S-pP S-pP S-r S-P
foural figura a ll-2 figuraaIll-a figuraalV-a

uirercle S, P, M stau peninu subicctul conclucicd, respectiv predicuiu! concluziei
Siwesmenyl mediu. De pildd, un mod de figuru a 111-a are forma (felul propozitiilor
ceoapres Wl e ales la intdmplare):

Teti 2 sunt P

Vil M osunt S,

Ui §  sunt P
Arhiai ce moduri din figurile a 1-a, a ill-a i a IV-2 sunt demousisabile In SA,

3. Cewelatii Intre mulfimi reprezinté incipretdriic in moaciu! standard al
Sa zgie elapiior £ g1 OF

4. Aratag cd in L” sunt demonstravile scincmele axiomatice corespunzitoare
aaomeior A, A, 51 A, ale SA,

5. Fic T = {@ : ¢ este de forma AiM} o wwone In L.
Ardtafi dacdt

Ty
unde W este o fomuld care

&) exprimd subaltemarea une! pariculare fajd de o universaid;

p) exprimd conversiunea unei propozitii universal afimiative;

¢y exprin:d un mod silogistic demonstrabil in SA cu premise uiiversaie, dar
¢ 0 concluzie particulard.

! D2 pilda, se cere ca pentru orice valuare valoarca oricirei propozilii de forma ¢ = ¢ si fie

sdevarut dacii(c) si f{c”) nusuntdefinite ambele, atunci valoarea luic = ¢’ este adevirul pentru orice
valuare etc.
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6. S4 se arate cd:

A - ) © Ar(Q v §) © A9 = )
pentru orice formule ¢ §i y din L.

7. 84 sc arate cit:

Ar(Q - ) ©> AI(Q) - Ar(y)
pentru orice formule ¢ si y din L

8. Construifi un model al SA al cirui domeniu sd fie mulfimea numerelor
naturale, iar relatia A si fic interpretatd ca relagia de divizibilitate intre numere.

9. Formalizafi potrivit strategiei logicii multisortate propozitiile:

a) (19.3)

b) Unii oameni au vizitat In cafiva ani toate {arile din Europa.

¢) Unii oameni sunt inzestrati cu toate calitdjile unui bun general.

10. Formalizati accleagi propozi{ii potrivit strategiei cuantificlirii restrinse.

11. Considerati un limbaj L° de ordinul doi care nu conjine constante
individuale §i termeni functionali. Formalizafi pe L ca o logica bisortatd L”,.

12. Construiji traducerea propozijiilor lui L”, fntr-un limbaj L. Aritafi ci
L este limbaj de ordinul intdi. Demonstrati propozifia (19.8) pentru L’,.

13. Dati exemple de descriptii in care:

a) apar numai expresii predicative;

b) apar nume proprii;

c) apar alte descriptii;

d) apar conective logice (conjunciia, disjunctia).

14. Analizai, potrivit strategiilor lui Meinong si Frege, propoziliile (20.6)
Cum diferd cele dou# tipuri de analiza?

15. Analizafi, potrivit ficcdreia din cele doud strategii, propozitia:

Muntele de aur este un munte.

16. Cum se pot analiza, potrivit strategiei lui Russell, propozitiile
(20.3.2)20.3.5)? .

17. Cum se pot analiza, potrivit strategiei lui Russell, propozigiile (20.9)?
Este rezultatul obtinut in concordand cu intuifiile noastre?

18. Formalizaji urmitoarele propozitii, interpretdnd negafia atit ca avind
o intrare primard cét si ca avind o intrare sccundari:

a) Presedintele de astdzi al Rusiei nu este M. Gorbaciov;

b) M. Gorbaciov nu este pregedintele de astdzi al Rusiei;

¢) Inifiatorul perestroicii nu este presedintele de astdzi al Rusiei;

d) Téndrul cu ochelari nu este secretarul particular al pregedintelui de astzi

al Rusiei.
19. Un argument in favoarea strategiei lui Russell decurge astfel:

Propozitia ,,Regele de astizi al Franjei este chel” e evident falsi, fiindca
Frania e o republicd. Dar atunci ar decurge ci propozifia ,,Regele de astdzi al
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Franici nu este chel” trebuie s¥ fie adeviratd. Strategia lui Russcll aratd cum e
posibil aga ceva.

Este corect acest argument?

20. Apreciati urmitorul argument, pe carc Russcll 1-a folosit impotriva lui
vieinong:

Cum muntele de aur nu cxistd, cxistentul munte de aur nu existd. Dar toate
instan(cle schemei ,, Toti AB sunt A*, de pildii ,.Cantea legatd in picle este legatd
in piele* sunt adevdrate. Prin urmare, propozitia ,,Existentul muntc de aur existd*
¢ adevitrati. Dar aceasta contrazice faptul cd existentul munte de aur nu existd.

21. Si se formalizeze urmitoarele propozifii:

a) Existd ccl mult un student in clasi.

b) Existd exact un student in clasi.

¢) Existd cel pufin n studenti in clasi.

d) Existd exact n studenti In clasi.

22. S4 se analizeze potrivit strategiei lui Quine propoziiile:

a) Cerber este cline.

b) Cerber este ciinele lui Hades.

¢) Cerber nu existd.

23. Se dcfinesc urmitoarcle nofiuni:

(i) Fie L” un limbaj in care cuantificatorii sunt interpretati referential, iar
M un model al lui L, Atunci / este o interpretare canonicd pentru M ddaci /
aplici muliimea constantclor lui L” o C pe domeniul lui M.

(i1) O valuare estec o funcfié indusa de un model i o interpretare care atageazs
fiecirei propozifii a lui L o valoare de adevir.

(iii) O valuare se numeste canonica dacd cste indusd de un model si de o
interpretare canonici.

{(iv) L est¢c un limbaj cuantificational substitujional = df existd un limbaj
L’ care are aceeasi sintaxd ca §i L §i valudrile admisibile ale lui L sunt exact
valulrile canonice ale lui L”,

(v) O multime model (Hintikka) este 0 mul{ime X de propovifii (ale unui
limbaj L) cu urmitoarele proprietdfi:

" (@) X congine toate propozifiile de forma c = ¢, §i nu conjine atdt o propozijic
¢ cit §i negatia ei — @;

b) Dacd — - ¢ € X, atunci ¢ € X;

(¢) Dacd — (¢ - @) € X, atunci ~ ¢ € X sau ccl pulin - y € X;

(d) Dacd (¢ - W) € X, awnci ¢ € X 5i ¥y € X;

(¢) Dacd - (V v) ¢ € X, atunci — @(v(f) pentru cel putin un termen

() Daca (V v)¢ € X, atunci ¢(v/t) € X pentru Lofi tennendi
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(g Dacic =c" € X §i ¢ € X, atunci ¢(c/c”) € X.

S4 se arate ci:

(i) Dacii L este un limbaj cuantificational substituional iar Z este 0 muljime
de propozifii ale lui L, atunci X este realizabild ddacd X este continuti intr-o

mul{ime model.

(ii) Fie ¢ o formuld a unui limbaj cuantificational substitutional L, iar
V., ... V_toate variabilele libere ce apar in ¢. Amnci in orice model M §i sub
orice interpretare admisibild a lui L, ¢ are valoarea adevidr ddacd y = (V v)) ...
(V v) ¢ este validd in L.

24. Folosifi cuantificatorii referenfiali §i substitujionali pentru a analiza

urmitorul ragionament:

Flamanzild a fost numit aga datoritd poftei sale de méncare.

Cineva a fost numit aga datoritd poftei sale de méncare.

25. Demonstrati:

a) propozifia (21.12.2) pe baza lui (21.12.1);

b) regula (E(r) - () » W/ (3 V) ¢(v) o ¥
unde ¢ nu apare in (3 v) @(v) — y.

26. in strategia domeniilor exterioare, s luim muljimile A §i A” ca disjuncte
(aceasta ¢ propunerca logicienilor Leblanc §i Thomason). Construiji in extens
aceastd semanticy.

27. In strategia domeniilor exterioare, luafi A §i A" ca distincte §i puneti
A = {*} (propunerea lui D. Scott). Ardtati ci in aceastd semanticd sunt validate
expresiile:

ED--Et)) »>t=r¢

b)-E(t)) >t =*

A*=0v)(vv)

28. incercati si comparati: .

a) propunerea lui Cocchierella §i notiunea de cuantificare restrinsi;

b) propunerea lui Leblanc-Thomason i strategia lui Meinong de abordare
a termenilor nedenotativi;

¢) propunerea lui D. Scott si strategia lui Frege de abordare a termenilor
nedenotativi. -

29. Fie o valuare V care satisface urmitoarele conditii:

@ Ve=8t=1(= adevirul)

(ii) Daci numai unul dintre termenii ¢ §i ¢ este interpretat, atunci
V(t = ') = 0 (= falsul)

@(ii) V(o(v/t)) = V(e(/t)) dacd sau V(t = ¢) = 1 sau I(2) = I(t)
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I S - B e B, . S,

S# presupuncm ci oricare doul valudri V si V* (relative la acclagi model)
sunt astfel incdt V (Y v) ¢ (v)) = V" ((V v) @ (v') unde ®(v) ¢ O expresie
In cure singura variabild liberd este v, iar @(v") este @(v/v’). Ce proprictidi arc
supervaluarea indusd de valudrile de tipul Jui V?




BIBLIOGRAFIE SELECTIVA

Cititorul care, mergand la vrco bibliotec# mare, i5i ageazi pe masa de lucru opt-zece
cirfi in al ciiror titlu € cuprinsi sintagma ,Jogicl filosoficd" este surprins si constate c, in
contra agteptirilor sale, multe din lucririle din faja sa aproape ci nu au nimic comun, care
sk le fac s& fie de ,logich filosofick”. Inir-adeviir, subiectele tratate difers foarte mult intre
cle; tehnicile utilizate variazi mult de la lucrare la lucrare; autorii citafi copios intr-o carte
lipsesc cu des#vérgire intr-alta etc. Impresia este c¥ in acea aric de preocup#ri pe care mulji
cercetitori o numesc ,Jogic filosofic“ nu avem o paradigmi generald, c3 diverse grupuri,
comunitiyi stiingifice lucreazii fird a avea stranse legituri intre ele, ba uneori chiar ignoran-
du-se reciproc. '

Si luim, de pildd, pe de o parte cirji precum Philosophical Logic de Sybil Wolfram,
Routledge, London, 1990, sau An Introduction to Philosophical Logic de A.C. Grayling, Duckworth,
London, 1990 si, pe de alii parte, monumentalul Handbook of Philosophical Logic, edilat
de D. Gabbay §i F. Guenther in patru volume, la D. Reidel, Dordrecht, 1984-1986. Primul
volum al tratatului editat de Gabbay gi Guenther cuprinde o introducere in metateoria logicii
standard (a propoziliilor §i a predicatelor), semantici alternative §i o prezentare a unor logici
de nivel superior. Acelasi stil este pistrat §i in volumele urm#toare: al doilea, dedicat extinderilor
logicii standard (de pildi, logici modale, temporale, denotice); al treilea, dedicat altermativelor
la logica standard (logica parjial, polivalenti, a relevanjei, intuifionists, liber¥, cuantic#); al
patrulea, care utilizeazX tehnicile formale construite pentru a aborda diverse probleme de filosofia
limbajului (cuantificarea, proprietijile, indexicalitatea, presupozifiile, atitudinile propozifionale
etc.). in intreg tratatul, gradul de tehnicitate este foarte ridicat; iar intr-o lucrare introductivi
precum aceasta pe care cititorul o are acum la dispozifie nu am putut aproape deloc s# apelez
la materialul cuprins in tratat (cu exceplia unor remarci privind tratarea descripiiilor §i a
existenfei). La un pol opus se afld lucririle lui Wolfram §i Grayling. Aproape ci nu gisim
nici o formuld in aceste cirji. Conceptul de logich filosofic3 utilizat pare mai degrabi accla
de analiz¥ logicd a unor chestiuni filosofice precum problema existenjei §i a descripyiilor,
ideca de adevir, problematica necesitiifii, analiticitifii gi esenjialismului, ideile de propozijie
§i de judecatd. Atari chestiuni sunt foarte apropiate de filosofia logicii, §i nu e de mirare
c# in multe lucriri nu se face o distincjie clari intre filosofia logicii §i logica filosofica. In
aceeasi directie pe care o ilustreazi aceste doudi ciirfi, a se vedea gi S. Blackbumn, Philosophical
Logic, Milton Keynes, Open University Press, 1980, P.F. Sirawson (ed.), Philosophical Logic,
Oxford, 1967, W. Quine, Philosophy of Logic, Prentice Hall, 1970 eic.
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O lucrare care incearcd sd mentind un echilibru intre cele doul orientdri e cea publici
in dou} volume de un grup de cercetitori olandezi sub pseudonimul L.T.H. Gamut cu titdul
Logic, Lunguage and Meaning, University of Chicago Press, Chicago, 1991, al cirei prim
volum l-am folosit de altfel in prezentarea unor teme in capitolul IV,

Pentru metatcoria logicii propoziiilor au urmat indeaproape prezentarea ficuid de
C. C. Chang si H. J. Keisler in Model Theory, North-Holland, Amsterdam, 1973; acecasi
lucrare 2 constituit baza prezenilirii metateoriei logicii predicatelor in capitolul IIf. Pentru
diverse proprietdji ale aritmeticii lui Peano (de pildi, modelele ei nonstandard) se poate consulta
G. Boolos, R.C. Jeffrey, Compuwtability and Logic, Cambridge University Press, 1974, iar pentru
logica infinitard, logica de ordinul doi G. Takeuti, Proof Theory, North-Holland Amsterdam,
{¥75. Mai dificil, dar foarte instructiv prin bogijia informagiei conjinute este tratatul editat
de J. Barwise, Handbook of Mathematical Logic, North-Holland, Amsterdam, 1977 (edijia
rus¥, in patru volume, publicatd la Moscova de Edirura Nauka In 1982-1983 cuprinde noi
dezvoltari ale temelor abordate).

Pentru capitolul IV, in afara lucririlor deja mentionate, foarte folositoare sunt W. Quine,
Methods of Logic, London, 1952, W. Kneale si M. Kneale, Dezvoltarea logicii, vol. II, Editura
Dacia, Cluj, 1974, ca §i tratatul Silogistica. Teoria clasicd §i interpretdrile moderne, de
. Didilescu si P. Botezatu, Editura Didactici si Pedagogic3, Bucurest, 1978.

Cel ce se apleaci asupra listelor de lucrirni citate in cirgile de ,.logicX filosofici* intilneste
tnsd din plin c#rti si articole de logicid matematic¥, pe de o parie, §i cirji si articole de filosofia
limbajului, morald ori a mingii, pe de altd parte. Cititorul are, desigur, libertatea sX decidi
inspre ce direcfie isi va purta pasii.



